
JMF-zadaci za ve�bu

Svo�eǌe na kanonski oblik

1. Slede�e jednaqine svesti na kanonski oblik:

a ) uxx − 2uxy + uyy + 9ux + 9uy − 9u = 0

b ) 2uxx + 3uxy + uyy + 7ux + 4uy = 0

v ) uxx − 2uxy − 3uyy + uy = 0

g ) uxx + 2uxy + 5uyy − 32u = 0

d ) 4uxx + 4uxy + uyy − 2uy = 0

� ) (1 + x2)2uxx + uyy + 2x(1 + x2)ux = 0

e ) y2uxx + 2xyuxy + x2uyy = 0

� ) uxx − 2 sin xuxy − cos2 xuyy − cosxuy = 0

2. Slede�e jednaqine svesti na kanonski oblik u svakoj od oblasti u kojoj je razmatrana jedna-
qina odre�enog tipa:

a ) xuxx + 2xuxy + (x− 1)uyy = 0

b ) yuxx + uyy = 0

v ) uxx + 2 sin xuxy − (cos2 x− sin2 x)uyy + cos xuy = 0

3. Slede�e jednaqine sa konstantnim koeficijentima svesti na kanonski oblik i potom ih upro-
stiti:

a ) uxx − 6uxy + 9uyy − ux + 2uy = 0

b ) 2uxy − 4uyy + ux − 2uy + u + x = 0

Opxte rexeǌe

1. Na�i opxte rexeǌe slede�ih jednaqina:

a ) x2uxx + 2xyuxy + y2uyy = 0

b ) xuxx − yuyy +
1
2
(ux − uy) = 0, u I kvadrantu

v ) 2uxx − 5uxy + 3uyy = 0

g ) uyy − 2uxy + 2ux − uy = 4ex



Koxijevi problemi

1. Rexiti slede�e Koxijeve probleme

a ) 4y2uxx − 2(1− y2)uxy − uyy − 2y

1 + y2
(2ux + uy) = 0

u|y=0 = ϕ0(x), uy|y=0 = ϕ1(x)

b ) a2uxx − 2auxt + utt =
4a2

l
u, a, l = const

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x)

v ) uxx + 2 sin xuxy − cos2 xuyy + ux + (sin x + cos x + 1)uy = 0
u(x,− cos x) = 1 + 2 sin x, uy(x,− cos x) = sin x

g ) uxy + ux = 0
u|y=x = sin x, ux|y=x = 1

d ) uxy = 0
u|y=x2 = 0, uy|y=x2 =

√
| x |, | x |< 1

� ) uxx − 2uxy + 4ey = 0
u|x=0 = ϕ(y), ux|x=0 = ψ(y)

e ) uxx + 2 cos xuxy − sin2 xuyy − sinxuy = 0
u|y=sin x = x + cos x, uy|y=sin x = sin x

� ) yuxx + (x− y)uxy − xuyy = 0
u|y=0 = 0, uy|y=0 = x2

z ) xuxx + (x + y)uxy + yuyy = 0
u|xy=1 = x3, ux|xy=1 = 2x2

Graniqni problemi za jednaqine hiperboliqkog tipa

1. Na�i rexeǌa slede�ih jednaqina koja zadovoǉavaju navedene graniqne i poqetne uslove

a ) utt = uxx + 4u + 2 sin2 x, 0 < x < π, t > 0



ux(0, t) = 0

ux(π, t) = 0

u(x, 0) = 0

ut(x, 0) = 0

b ) utt = uxx + x(x− l)t2, 0 < x < l, t > 0



u(0, t) = 0

u(l, t) = 0

u(x, 0) = 0

ut(x, 0) = 0

v ) utt = uxx − 4u, 0 < x < 1, t > 0



u(0, t) = 0

ux(1, t) = 0

u(x, 0) = x(x− 1)

ut(x, 0) = 0



g ) utt = uxx + u, 0 < x < 2, t > 0



u(0, t) = 2t

u(2, t) = 0

u(x, 0) = 0

ut(x, 0) = 0

d ) utt − uxx − 2ut = 4t(sin x− x), 0 < x <
π

2
, t > 0





ux(0, t) = 3

ux

(π

2
, t

)
= t(t + 1)

u(x, 0) = 3

ut(x, 0) = x + sin x

2. Odrediti zakon slobodnog oscilovaǌa homogene �ice koja je uqvrx�ena na krajevima x = 0 i

x = l, ima u poqetnom trenutku oblik u(x, 0) =
16
5

h
[(x

l

)4

− 2
(x

l

)3

+
x

l

]
za dovoǉno malo h > 0

i osciluje bez poqetne brzine.

3. Homogena �ica je uqvrx�ena na krajevima x = 0 i x = l i u poqetnom trenutku ima oblik

parabole koja je simetriqna u odnosu na pravu x =
l

2
. Odrediti polo�aj taqaka �ice u

odnosu na pravolinijski polo�aj ravnote�e ako nema poqetne brzine.

4. Na�i zakon oscilovaǌa �ice du�ine l = 1m koja je uqvrx�ena na krajevima ako se zna da je
a = 100m/s. U poqetnom trenutku �ica je zategnuta na sredini za h = 0, 01m pa puxtena bez
poqetne brzine. Na �icu deluje spoǉaxǌa sila f(x, t) = p sin

πx

l
sin ωt, gde je ω = const, p =

0, 01m/s2.

Graniqni problemi za jednaqine paraboliqkog tipa

1. Na�i rexeǌa slede�ih jednaqina koja zadovoǉavaju navedene graniqne i poqetni uslov

a ) ut = a2uxx, 0 < x <
π

2
, t > 0





u(0, t) = 0

u
(π

2
, t

)
= 0

u(x, 0) = 2 cos x

b ) ut = 36uxx +
π

10
cos

πx

2
, 0 < x < 2, t > 0





u(0, t) = 0

ux(2, t) = 0

u(x, 0) = 0

v ) ut = a2uxx + 2x, 0 < x < l, t > 0



u(0, t) = 0

ux(l, t) = 0

u(x, 0) = sin
πx

2l

g ) ut = a2uxx + f(x), 0 < x < l, t > 0



u(0, t) = 0

ux(l, t) = q, q = const

u(x, 0) = ϕ(x)



2. Data je homogena �ica du�ine l, qija je boqna povrxina toplotno izolovana. Na�i zakon pro-
stiraǌa temperature u(x, t) kroz �icu ako se na ǌenim krajevima odr�ava stalna temperatura
u(0, t) = u(l, t) = u1, a poqetna temperatura �ice je u(x, 0) = u0(x) = Ax(l − x), A = const. Na�i
lim

t→∞
u(x, t).

3. Jedan kraj homogenog xtapa x = 0 je toplotno izolovan, a drugi kraj x = l se odr�ava na
stalnoj temperaturi u(l, t) = 0. U poqetnom trenutku u xtapu je stalna temperatura u0. Na�i
zakon xireǌa temperature.

Graniqni problemi za beskonaqne oblasti

1. Koriste�i Dalamberovu formulu rexiti slede�e graniqne probleme

a ) utt = uxx + 6, x ∈ R, t > 0{
u(x, 0) = x2

ut(x, 0) = 4x

b ) utt = uxx + xt, x ∈ R, t > 0{
u(x, 0) = x2

ut(x, 0) = x

v ) utt = uxx + sin x, x ∈ R, t > 0{
u(x, 0) = sinx

ut(x, 0) = 0

2. Rexiti klasiqan Koxijev problem za jednaqinu provo�eǌa toplote

a ) ut = 4uxx + t + et, x ∈ R, t > 0
u(x, 0) = 2

b ) ut = uxx + 3t2, x ∈ R, t > 0
u(x, 0) = sin x

v ) ut = uxx + e−t cosx, x ∈ R, t > 0
u(x, 0) = cosx


