YHUBEP3UTET Y BEOI'PAILY

MaremaTtuukmu ¢axyiirer

3opan Cranuh

HEKE PEKOHCTPYKIIMJE ¥ CIIEKTPAJIHOJ TEOPUJU
TPA®OBA U TPA®OBU CA MHTETPAJTHUM
O-CIIEKTPOM

JIOKTOPCKA aucepTanuja

Beorpan, jamyap 2007.



KomMmucuja 3a mperJien, olieHy U OI0paHy OucCepTaiuje:

np bopbe Hyromwuja (menTop)

Maremaruuku dakysirer Beorpan

ap Cinoboman K. Cumuh

Maremaruuku nacruryr CAHY

nap parom M. IIBerkoBuh

Maremaruuku uacturyr CAHY

ap Mmnuaan Ipasxuh

Maremaruuknu ¢axyarer Beorpan

np Mwuonpar B. YKuskosuh (camo y xomucuju 3a onbpany mucepranuje)

Maremaruuknu ¢axynrer Beorpan



Canp:xaj

YBon 5

1 PexoHCcTpyKIMja KapaKTepUCTUYHOT HTOJWHOMA rpada 7
1.1 TIlocTtaBka mpobJeMa M MO3HATU PEBYIATATH . . . . o o o o o o o e e e e e e e e e 7
1.2 YHUIMKIWYKYA TPAPOBUL . . . .« « o o v vt et e ettt e e e e e 14
1.3 Crnerrpu rpaoBa U3 OeKa OIPAHUYEHU OJO3I0 CA& —2 . o . . o v v v v v v o v v oo 18
1.4 Ilek ce caCcTOJU OL G-—TPAMOBA . . « « ¢« v v v v v vt e e e e e e e 23
1.4.1 O myarunaunureTuMa conctBenux spenuoctu 0 u —1 y cnekrpy rorpada . . 23

1.4.2 JenAuHCTBEHOCT HOJUHOMUjaJHE PDEKOHCTPYKIMJE . . . . . . . o o o o o o o o . 26

2 T'padoBu uuja je mpyra CoIcTBEeHA BPEOHOCT jemHakKa 1 — TEXHUKA 3Be37a KoMIiieMeHnara 31

2.1 IloctaBra mpobieMa U MO3HATU PE3YITATHL . . . . « « o« o e v v v e e e e e e e e 31
2.2 Crabia u KOMIJIETHA I'PAGOBU KAO 3BE3AA KOMIIIEMEHTUM . . . . . . . . . « « « . . . . 33
2.2.1 Moryhu 3Be3Ma KOMIITIEMEHTI . . . .+ « o o v v v e e e e e e e e e e e e e 33
2.2.2  BabaHW CKYTOBUL . . . « « « v v v v vt et e e e e e e e e e e 36
2.2.3  MakcuMamgHN IPAPOBU . . . « o« v oo e e e e e e e e 37

2.3  YHUIUEIUYKA TPA(QOBU KAO 3BE3MA KOMIITIEMEHTH . . . . « « « o o o v v v e e e o o 41
2.3.1 Moryhu 3Be€30a KOMIZIEMEHTIL . . . . . « « « « « o v vt e e e e e e e e 41
2.3.2 BabaHM CKYIOBU . . . . . « « v v v vttt e e 43
2.3.3 MarcuMagH! TPAPOBI . . . . . . o o e e 44

3 TI'padoBu ca mHTErpasHNM (—CIEKTPOM 47
3.1 IlocraBka mpoOieMa M HO3HATU PE3YITATH . . . . . . . . o o o ot v v oo o o oo 47
3.2 I'padoBu ca OTpAaHUYEHUM CTEIEHUMA UBUIIA . . . . « « o o o o v v v v v e e o oo oo 49
3.2.1 MakcuMaJjiaH CTEIeH MBUIE HUje BeNUW O YETUPH . . . . . . . o v v v v v o . . 49
3.2.2 MakcuMaJjiaH CTEIEH MBUIE JETHAK TIET . . . « « « « « o o o v v v e e e e e 51
3.2.3  HOomATHM HOTAIIA . . . « v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e 57

3.3 TI'pagoBu pema mHe Behier o JeCeT . . . . . . . . ..o 58
3.3.1 TIlomamm o0 TPAMOBUMA . . . .« « v v v v it e e e e e e e e e 58
3.3.2  HEeKM KOMEHTADU . . . . .« « v vttt it e e e e e e e 67
3.3.3  HOZATHA HOTA . . . « « « v v vt ettt e e e e e e e e e e e 68
3akspyuar 71
JIutepaTrypa 75






YBom

Marpruna penpe3enranuja rpagoBa oMoryhasa OpuMeHe pe3yiraTra JuHeapHe ajirebpe, a mo-
ceOHO TeopUje MAaTpULa U IOJUHOMA, Yy Teopuju rpadosa. Ha Tome ce TeMemu cnexmpaara meopuja
2paosa. CnekTpu 1 KapakTepusalyja rpadoBa HA OCHOBY HUXOBUX CIEKTPAJHUX OCOOMHA HAjdem-
hu cy npenMeru n3ydaBama CIEKTpaJiHe Teopuje rpadoBa, a KAPAKTEPUCTUYHN IOJUHOME rpadoBa,
COIICTBEHE BPEIHOCTU, COCTBEHU BEKTOPU U COICTBEHU (HOT)IPOCTOPU TOM HPUIUKOM UIPAjy KpPy-
nujajHy yJory.

CroekTpajHa Teopuja 3aCHOBAHA HA MATPUNU CYCEICTBA rpada OO cala je Hajmpe u3ydvaBaHa.
ITopen Tora, 3HauajHM pe3ynrary noctoje u y cuekrpuma Jlammacose (P.S. Laplace), 3ajnenose (J.J.
Seidel) u npyrux marpuna rpada. Benuku 6poj pe3yarara y CHEKTPAJHO] TEOPUjU rpadoBa CyMUPAH
je y momorpadujama [9], [15], [17] u [31].

Ilucepranuja uMa TpPU rlaBe O KOjUX CBaKa IIPENCTaBJLa 3acebHy mennuy. Y CBera HEKOJIUKO CU-
Tyanuja ce HEKM OIMNITY II0jaM WX IO3HAT Pe3YyJTAaT KOjU je IPenCcTaBJ/beH Y jeTHOj IIaBU, KOPUCTU U
y HEKOj Koja monasu mocie me. Bynyhu ma ce y cBUM TakBUM CUTyanrjaMa Pagd O JOOPO MO3HATUM
CTBapuMa M3 CIEKTpajHe Teopuje rpadoBa, y3 MOApa3yMEBAaHO ITO3HABAWE HCTE, TPU IJIaBE cCe He
MOpajy YMTATH y pemocieny y KOM Cy OBIe U3JIO:KEHE.

I'naBe cy momemeHe Ha mOrjaB/ha, a HEKA O HUX HA DOTHOIrIaBka. (CBaka riaBa IOUUE
IIOIVIaBJbEM Y KOM je (opMyamcaH mpobJeM KOjUM ce yHyTap me DaBUMO M Y OKBUPY KOra Cy CYyMU-
paHU Haj3HAUYAJHUJU PE3YITATH U3 TOT I0Jba, T€ PE3yJITATA HEOIXOIHU 3a npaheme OHOra IITO CJIeIN.
Y cBUM OCTaJIIM IOTJIAB/LUMA HaJla3€ Ce CAMO OPUTHHAJIHU Pe3yiaTaTd. 1u pe3ynaTaTu Hajla3e ce U

y pamosuMa [4], [42], [43], [44], [45], [46] u [47].

Y TnaBu 1, 6aBuMO ce MpPOGIEMOM PEKOHCTPYKIUje€ KapAKTEPUCTUYHOL MOIMHOMA (MATpUIe
cycencrsa) rpada. Taj mpobaem mocrasuo je .M. Ilserxosuhi 1973. romume. Henocpenno 3a-
TUM IIOjABUJIN Cy Ce U npBU pesyiaratu. Jlo cana je jeMHCTBEHOCT MOJMHOMUjAJIHE PEKOHCTDYKIW]je
IOKa3aHa 3a pas3He Kjiace rpadoBa, a y OKBUPY OBOI Pada JajeMO IOTBPAAH OATOBOP y CIAyYajy:

(i) ymunuranukux rpadosa (Ilormasme 1.2),

(ii) memoBe3aHuWX rpa@oBa UMjU Ce NEKOBU CACTOje O I'padoBa KOJjU MMajy CIEKTPe OrPDAHMYEHEe
onosmno ca —2 (Iloraasme 1.3) n

(iii) rpadosa uuju ce nexosu cacroje ox o-rpadosa (Ilornasme 1.4).

Y T'maBm 2, 6aBuMo ce mpobGiemoM onpebuBama rpadoBa umja je Apyra COICTBEHA BPEIHOCT
jemuaxa 1. Ilo mpBm myT, y mumy KapakTepu3aldje TaKBUX I'padoBa, KOPUCTUMO TEXHUKY 3Be3na
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KOMIIJIEMEHATA — HEJABHO PA3BUjE€H CIEKTPAJHU aJaT, KOjuM ce onpebyjy cBu rpadoBu KOju canp:ke
3amaty rpad (3Be3ma KOMILUIEMEHT) 1 3a10B0JLABA]y Ipemusnpane cruekrpasne ocobuue. Onpebyjemo
3Be3/a KOMILUIEMEHTE 3a CONCTBEHY BpenHocT Ay = | mu3 kaaca

(i) crabana m kommrernux rpadosa (Ilornasme 2.2) u

(ii) ymunuramasunx rpagosa (Ilormasibe 2.3),

Te onpebhyjemMo mUXOBa mpommpema A0 rpadoBa dyuja je Apyra COICTBEHA BPEIHOCT jemHaka 1.

Y T'maBu 3, 6aBMMO ce WMHTErpaJHUM rpadoBMMa y CMUCIY CIekTpa HeHeratuBHe Jlammacose
marpune. [Ipo6rem onpebusama uarerpansaux rpadosa (To ject, rpadoBa UMju Cce CIEKTAP CACTOjU
VCKJbYUMBO OJ IIEJUX OpPOjeBa) y CMUCIY CIEKTpa MaTpPUIE CycencTBa, mocrasuiu cy P. Xapapu
(F Harary) u A.J. lseuk (A.J. Schwenk) 1974. romume. Taj mpobieM ce KACHZje TPOMUPUO HA
JlannacoBy marpuiy rpada u y oba mosba MOCTUTHYTU Cy 3HavajHu pesyiararu. OBne ce, IO OIPBU
myT, 6aBUMO UCTOM IPODOIEMATUKOM y CMUCIY Tako3BaHe HeHeratusBHe Jlammacose marpure. ajemo
pesyiTare y kKiacama rpadosa

(i) orpannmuenux crenena usuna (Ilornasme 3.2) u

(ii) orpanumuenor 6poja remena (Iloraasme 3.3).

Tarobe, n3 nobujenux rpa¢oBa n3ABajaMO HEKE Ca WHTEPECAHTHUM CIIEKTPAJHUM OCOOMHAMA.

Y3 HEKOJWKO M3y3€THUX CUTYyalHjd, y CBEMY IITO CJeou OaBMMO C€ MCKJBYUMBO IPOCTUM Ipa-
posuma (TO jecT, HeopmjeHTHCAHUM TpadoBUMA KOjU HEMA]y BUMECTPYKUX WBUNA HUTU IETIHU).
3a o3HauaBame rpadoBa, HUXOBUX IMOJIMHOMA, COICTBEHUX BPETHOCTU U CBUX APYTUX MIOJMOBA Ka-
PaKTEPUCTUYHUX 38 (CIEKTPAJHy) TeOPUjy rpadoBa KOPUCTUMO O3HAKE KOje Cy Haj3acTyIJbeHUje y
ropumnhenoj sureparypu. C 063upoM ma ce HeKa TEPMUHOJIOTHja KOja je OBAe KopumheHa yriiaBHOM
jaBJba y JIMTEPATYPU MUCAHO] HA €HIJVIECKOM je3UKy, Yy CJIydajy HEKUX IIOjMOBa MaT je U IUXOB HA3UB
Ha EHIVIECKOM je3uKy (M TO HA MECTy HUXOBOI IPBOI' [I0jaB/bUBAKA y TEKCTY). Y 3aBUCHOCTU O
caydaja, KOPUCTUMO TEPMUHOJOTU]Y KOja je mam ycrajbeHa y momahoj mureparypu uiud je oaroBapa
OHOj KOja je 3acTymibeHa y crpaHoj sureparypu. Csa tBphema u ¢popmyiie cy HymMepucaHu Opojem
rJaaBe y KOjOj ce Haja3e, Te CBOjUM pemHuMM OpojeMm yHyTap Te riaae. Ha npumep, Teopema 2.12
je mBanaecta Teopema y I'masm 2. IlosumBama Ha TBphewma m ¢opMmyne BpmMMO IpeMa HUXOBO]
HyMepauuju 1n3y3eB y curTyanujama kana TBpheme (umau ¢popmysa) mma mme (IOL KOJUM je MHAYE
MO3HATO), KAAa MO3UBAHE BPIIMMO IIPEMA UMEHY.

Aytop ce 3axBasmyje npodecopy C.K. Cumuhy ma yBobemy y mpobiaeMaTrKy CIEKTPAJIHE TEOPUje
rpadosa u nomohu npu mobujamy oapehHuUx pesyarara.



I'imaBa 1

PexoHCcTpyKIMja KapakTepUCTUYHOT

IIOJINHOMA rpaga

Y oBOj riaBu pasMaTrpaMo IPOOJIeM PEKOHCTPYKIMje KapaKTePUCTUYHOT NOoJMHOMa rpada G Ha
OCHOBY 3aJaTOr TOJMHOMHUjaJdHOr meka', To ject kosnexmuje Z(G) KapakTePUCTUUHMX MOJMHOMA
npsux moarpadosa’ rpada G. JlokazyjeMo jeIMHCTBEHOCT PEKOHCTPYKIM]E V CIyYAjy yHUIMAKIU-
9KIX IpadoBa, HEMOBE3aHUX I'paoBa YNjU IPBU HOATPA(POBU UMAjy CHEKTPEe OIPDAHMUYEHE OO3M0 Ca
—2 u rpa¢oBa Yuju Cy CBU IPBU HoarpadoBu G-rpadoBu.

1.1 IlocTaBka mpo0OJieMa M IMO3HATU pe3yJITaTU

Hexka je

Po(A) =det(A —A) = A" +a,_ 1 (G)A" ' +---+a1(G)A +ao(G)

KapaKTePUCTUYHY TOAMHOM (MATPUIE CyCeAcTBa) mpocTtor rpada (HeopujeHTUCAHOT rpada 6e3 mer-
b M BUINECTPYEMX uBuna) G 4uja Cy TeMeHa V[,V2, ...,V,. HyJe TOr NOIMHOMA HA3UBAMO COM-
cmaenum epedrocmuma zpade G. Koeknnjy CBUX COINCTBEHUX BPEIHOCTH

5p(G) = {M(G), 2(G), .., ln(G)},

HazmBaMo cnexmap zpaga G. Haname he G majuemhe 6uTy M30CcTaB/bAHO M3 IPETXOAHE HOTANMjE U
Baskulie momaTHa MpeTnocTaBka: Ap > --- > A,. Concreeny BpemHoCT rpada 3a KOjy BaKU Ia jeé TAYHO
i—1 comcTBeHNX BpeIHOCTH CTPOro Behe on me Ha3UBaMO i—ma concmeena 8pednocm zpada, JOK IPBY
COIICTBEHY BPENHOCT HA3BaMO U umdekc epaga. KOPUCHO je HAIOMEHYTH Ia 3a CBAaKU LIOBEe3aH rpad
Basku A > Ay. Mu hemo ropuctutu o3uake: Ay = Apax 1 Ay = Apin.

Yengl. polynomial deck.
2engl. the first subgraphs, vertex—deleted subgraphs.
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I'padose G;=G—v; (i=1,2,...,n) HazuBaMo npseu nodezpaposu rpada G, NOK je KOJIEKUUja IPBUX
moarpagosa dex rpada G. Komernujy kapakTepUCTUYHAX MOIMHOMA IPBUX HOATrpadoBa

Z(G) = {Ps,,Ps,,---,Ps,},

Ha3UBAMO NoAukoMmujasny dex rpada G. Pazmarpamo caenehu npo6Giaem.

IIpo6aem 1.1 Ja au je maywno da je 3a n > 2 xapaxmepucmuuny noavtom 2paga G jedurncmaeno oopeher
roaekyujom P(G)? Apyeum pevwuma, yroauko saxcu P(G)= P (H), da au mo snavwu 0a u jedHarocm
Ps(A) =Py(A) eamcu 3a ceaxo A € R?

OBaj mpo0iieM je IO3HAT Kao npobaem PexoHCmpyKyuje Kapaxmepucmuyhoz noOAUKOMG 2pada 1 Hera
je mocrasmo I.M. IIBetkoBuh 1973. romume.

Takossany Teopemy 0 npeniumany’ HaIabe MHTEH3UBHO KOPUCTIMO (e caMo y 0BOj ryaBu), Te
je oBIe HABOAMMO Yy, 3a HAC, HAJIPUKIATHU]O] HOPMU.

Teopema 1.1 Hexa je G npoussoman zpad wuje cy concmeene epednocmu Ay > -+ > Ay u nexa je G
(6uno koju) npeu nodepad epaga G wuje cy concmaene epednocmu [y > -+ > Uy—1. Tada eamcu A; > [ >
Aivt, i=1,...,n—1.

Bynyhu na Baskwn

n
PG(A) =Y P5,(2)

i=1
(Bumetn [9], Teopema 2.14), KAPAKTEPUCTUYHU IOJIMHOM MOMKEMO OAPEMUTHU OO HA HETOB KOHCTAH-
TaH 4iaH. YKOJUKO HAM je IO3HATa OUJIO KOja COICTBEHA BPEMHOCT rpada G, KOHCTAHTAH 4YjaH
je jemmucreno oapeben (Bumerm [10]). Ha mpumep, yKOIMKO OMIO KOjU HOJUHOM K3 MOJUHOMU-
jasHOr mera uMa OapeM jenHy BUIMIECTPYKY HYJIy jep Tana, Ha OCHOBY TleopeMe O HpelIuTamy,
¥ KApAKTEePUCTUYHM MOJWHOM WMa WCTY HyJy. JOII ONmTHje, YKOJWKO HAM j€ TO3HATA BPETHOCT
KapaAKTEePUCTUYHOT MOJMHOMA ¥ OUJIIO KOjOj TadKU, PEKOHCTPYKIMja je je IMHCTBEHA.

3a cazma HUje MO3HAT MPUMED HEjeIUHCTBEHE PEKOHCTPYKIMje KAPAKTEPUCTUYHOr MOJMHOMA (34
n>2). C mpyre crpade, jeIUHCTBEHOCT IIOJUHOMUjAJHE DEKOHCTDPYKIUjE je NOKa3aHa y Ciydajy
pasHuX kjaca rpadoBa Kao mWTo cy perynapau rpadosu [10], crabuaa [13] (Bumeru u [8]), nosezanu
rpad0BU UMju CBU NPBU HOATPA(OBU UMA]y CIEKTPE OrpaHwdeHe 010310 ca —2 [39], mamu rpadosu
nmo pena necer [13] m tako mame. Taxobe, mocroju mocra pesynrata y PEKOHCTPYKIUjU MOJUHOMA
bunaprutHrx rpadosa [10], memosesanux rpagosa [13], [37], rpadoBa Koju cagp:ke TeMeHa CTemeHa
1 [38] u apyrux. ITomeHnMO M Oa ce KapaKTepUCTUUYHM NOJMHOM Ouio kor rpada G (pexa cTporo
Belier oz 2) MOMKe je AMHCTBEHO PEKOHCTPYUCATH YKOJUKO je 3aIaT HeroB noaunoMujanau nex & (G)
U TIOJIMHOMUjAJHY JIeK Bmerosor kommiementa & (G) (sumetn [25]).

Cuenehe naBapujante rpaga ce MOIy PEKOHCTPYUCATH HA OCHOBY 3a0aTOT MOJIMHOMUJATHOL HEKa
(3a merame BumeTu [7]):

(1) n, m — Opoj TeMeHa U UBUIA, PEIOM;

(2) deg(vi),deg(v2),...,deg(v,) — crenenu Temena;

3) | — myxkuna mHajrpaher memapuHor 1uridyca u N; — Op0Oj TAKBUX HUKJILYCA;

4) Ni" — Opoj 3aTBOpPEHUX MIETHU AY:KUHE k KOje MOYWELY U 3aBPIIABA]y C€ Yy TEMEHY Vj;

(5) 6poj TpoyriaoBa, YeTBOPOYTJIOBA U METOYTJIOBA;

3engl. the Interlacing Theorem.
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(6) My, My,...,M,_| — CneKTpaJHM MOMEHTH.

Cnenehe ocobune rpada cy peKOHCTPYKTUOUIIHE:
(a) perymaproCT (TMMe U jaKa PEryJiapHOCT);
(6) GunaprurHOCT.

Y caydajy Hekux kjaaca rpadosa, ma 0um ce mobmo nmosdmrwBaH onrosop Ha I[Ipobiem 1.1, mo-
BOJLHO je na Oylie TO3HATA HEKA O TOpe NMOMEHYyTHUX WMHBapujaHara un/unum ocobuna rpada. Cana
HABOIMMO HEKOJIUKO OIIITUX Pe3yJTaTa KOjU Ce OMHOCE Ha CUTYyallrje y KOjUMa je PEKOHCTPYKIN]ja
KapaKTEePUCTUYHOT MOJIUHOMA, jeTUHCTBEHA.

Hajope hemo naxmy dorycuparu Ha HemoBe3ane rpagose. Hamomumemo mna ce ocobmuHa mOBe-
3aHOCTH Tpada y ONINTEM CJIy4ajy HE MOMKE M3BECTH Ha OCHOBY 3aJaTOr CIEeKTPa HUTH (3a cama)
IOJIMHOMIjQJIHOT AeKa. Y HApEeIHO] TeopeMu Cy cabpaHe MO3HATE YW CHUIIE.

Teopema 1.2 Hexa je G nenosesan epaf wuje cy xomnonewme Gi,Ga,...,Gi. Tada je xapaxmepucmuuny
noaunom epada G jeduncmeeno odpefen yrxoauro saxncu k> 2, uau ako samcu k =2 u n(Gp) # n(Ga).
Y cynpommuom, axo eaxmcu k=2 u n(Gy) =n(Gz), mada je KapaxmMepucmuuny NOAUKOM JEOUHCMEENO
odpehen y ceakxoj 00 caedehux cumyayuja:

(i) m(Gr) —m(Ga) > miny ey (o {deg(v)}  (oudemu (13] u [38));

(ii) m(G1) > m(G2) u epad G| cadpacu meme cmenena 1 (eudemu [38]);
(iii) m(G1) > m(Gz) u epad Gz je cmabao (eudemu [38]).
2de je m(G;) 6poj ueuya epaga G, i=1,2.

Cnenehu pesyarar je npeyser u3 [13] (uMmaunuTHO ce mojaBmbyje y mokasy Teopeme 9); tarobe,
excunuTHO je mar y [38] (Teopema 4.12).

Teopema 1.3 Hexa je G nenoseszan zpad xoju uma dse xomnonenme, Gi v Gy, u nexa ceaxa 00 HUT UMA
k memena. Hexa cy, dame, Ay > Ay > --- > A concmeene epednocmu epada Gi, a [y > [y > - > U,
concmaene epednocmu zpaga Gy = Gy —u, 20e je u npouszsonno meme zpada Gy. Tada je noaurnomujasta
peKoHCmpPYKkyuja jedurncmeena Kad 200 e saxncu caedehu Huz Hejednarocmu:

M>U>h>ph>>w >

IToncehamo ma crammapana Teopema o mpemnuTamy TO3BOJbABA Na Y TOPEHEM HU3Y Baske U jel-
HAKOCTH. Y OBOM CIIy4ajy, Ka:KeMO Ha Ce COICTBeHe BpemHocTu rpada G, cmpozo npenauly ca
COIICTBEHUM BpenHocTuMa rpaga Gi.

Yuunukauuku rpagosu. [losesan rpad ron xor je 6poj temena 3a k—1 Behu on 6poja uBuna
Ha3uBaMo k—yukauuky epag. Croenujasno, 3a rpad KaKeMo Ia je yruyukiuyky (0THOCHO, OUUUKAUNKLY)
ykomuko Basku k = 1 (ommocmo, k =2). Canma HABOIMMO HEKe IIOJMOBE U TeopeMe Koju he Gutum
ropumhenu y Ilormasmy 1.2. Ha mpBoMmM MecTy oamnoce ce Ha onpehuBame KOHCTAHTHOT YJIaHA
KapaKTepPUCTUYHOr IOJUHOMA cTabalia U YHUNUKINYKAX CpadoBa.

Hajupe maBomumo Caxcoy (H. Sachs) dpopmyny (sBumeru [9] cTp. 32, rae je ¢popmyrna gara y
onmrujeM oBJIMKY OJ OHOT Koju je Hama norpeban). Ila 6u cMmo je popMmynaucanu noTpeSHU Cy HAM
Heku mojMoBu. Eaemenwmapha guzypa je niam rpad Ko wnm mukiayc C; (1> 1) (moicetuMo Ia Kox
npocrux rpadosa Baxu [ > 3); ocnosna uzypa je rpad duje cy KOMIOHEHTE eJIeMeHTapHEe (Urype.
Osmauumo ca F pasanumyhu moarpad rpada H kKoju je ocHOBHA (GuUrypa; HeKa je F CKyI CBUX
ocHOBHUX ¢urypa rpada H. Tana Baku jeqHaxocT

a(H) = Y, (~1y/"24"),
FeZ
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rue je p(F) 6poj komnonentu rpada F, nok je q(F) Opoj mukiayca y rpady F.

Kopumhemem ropme ¢popmyrne jemHocTaBHO onpeblyjeMo KOHCTaHTAaH UIaH KaPAKTEPUCTAUHOT
nomuuoMa crabaa ([9], ctp. 37) m ymunuranykor rpaga ([12] u [45]). ITomcehiamo ma nepgexmmo
cnapueame* yEyTap rpada pema 2n UMHHA 7 MBUIA O KOjUX HUKOje ABE HUCY CyCemHe. Y KOJIUKO
IOCTOjU, HIEPPEKTHO CIAapPUBAHE HE MOPA OUTU jeIMHCTBEHO.

Teopema 1.4 Axo je T cmabao xoje uma n memena onoa 8aHCU

1
ao(T) = (=1)2",  axo T uma nepdexmmno cnapusame,
0, axo T nema nepdexmno cnapueame.

Teopema 1.5 Hexa je G yruyurxauury 2paf xoju uma n memena u nexa je C yurayc 2paga G wuja je
oyacuna g. Tada eaxncu:

(i) axo cy n u g Henapru, oHoa 8axHCU

a0(G) = { 2(—1)%<”’g)+1, axo G—C uma nepdexmmuo cnapusame,

0, UHAYE;
(ii) axo je n nenapwo, a g napro, onda eaxcu ay =0;
(iii) axo je n napHo, a g HENapHo, oHOa BGAHCU

ao(G) = (—1)%”7 axo G uma nepdexmmuo cnapusamne,
0 0, UNGYE;

(iv) axo cy n u g napru, onda 8axHCU

1

2(—1)2"(1— (fl)%g), axo G—C uma nepfexmno cnapusame, a Yy CynpomHoM,
ao(G) = (—1)%”, axo G uma nepdexmno cnapusame,
0, UNAYE.

I'padoBu umju cy cumexkrpu orpaHuueHu ono3no ca —2. Ciuenu mpersen mMO3HATAX PE3yJITaTa
koje hiemo xopucturu (yrmasmom) y Iloramasmy 1.3.

Jlunugjexu 2pa¢5 L(G) rpada G je rpad umja cy TeMeHa y 1—1 KOpeCHOHIEHIUjU ca UBUALAM rpada
G 1 Konm Kora Cy IBa TeMeHa CycelHa aKO M CaMO aKO Cy BUMa oAromapajyhe mBuie cycenHe y
rpa¢dy G.

Foxmeancku zpagﬁG C(k) je rpad xoju ce nobuja o KOMILIETHOT Ipada pena 2k ykaamameM k UBUIA
Ol KOJUX HUKOj€ NIBE HUCY CYCEIHE.

Tenepanucany sunujeru epad L(Gsay,...,a,) KOECTpyumeMo Ha oCcHOBY rpada G (koju uma n remeHa
Viy..e,Vy) U N—TODPKE (dj,...,a,) HEHETATUBHUX IeJUX OpojeBa GopmupameM rpada L(G) u n rpadosa
C(a;), i=1,...,n, Te momaBameM MBUIA OX KOjux cBaka cmaja teme u3 L(G) ca temenom u3 C(a;)

yroauko teme u3 L(G) oarosapa usumu u3 G uduje je Kpajme Teme v;. AJITEePHATUBHO, MEHEPAJIUCAHU
JUHUjCKUA Tpad MOke OUTH Ne(UHUCAH U KAO JUHUJCKUA Ipad mocebHe Bpcre Myarurpadosa (Koje
hemo oBne osmauntu ca G,) koju ce nobujajy momaBameM ABOCTPYKUX BucellmxX mBUNA g; HA TeMe
vi€V(H) ,i=1,...,n. Isocrpyka Buceha usuna q; ce Ha3usa u /Lamuu,a7 (3a BUmIe merasba, MOTJIEIATH
[17], ctp. 6). Moxemo mucaru L(G,) = L(G;a), rae je a= (ay,...,an).

engl. perfect matching.
engl. line graph.
engl. coctail party.

4
5
6
Tengl. petal.
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Yronuko je H (remepanucanu) nueujcku rpa¢ rpada G, taza je G xopewcku epad rpada H.
IIpumernmo, Takobe, na cy nBa TeMeHA eHEPAJIMCAHOT JIMHUjCKOI Ipada CyceqHa ako U CaMO aKo
muMa oarosapajyhe uBune roje mpunanajy KOPEHCKOM I'pady MMajy TAdvHO jeJHO 3ajeIHUUYKO TEeMe.
Iakne, muanjcku rpadOBU IPEACTABILA]Y CIHENUjATIAH CIydaj PeHEePATUCAHUX JIMHU]CKUX Tpadosa (y
CIlyYajy KOjUX KOPEHCKU rpad He Mopa Outu Mmyarurpad).

3a moBesaH rpad KakeMo na je usyzemu epadd yKOIMKO OH Huje (reHepasMCaHm) JUHUjCKA Tpad
U YKOJUKO IeroBa HajMama COICTBEHa BpPETHOCT HUje Mama onx —2. Ckyn msyszetux rpadosa je
kKoHauaH (3a Bume nerasma Bunern [17] mau [6]). Cnemeha teopema moske ce nponahin y [17].

Teopema 1.6 Hexa je G npoussoman nosesan zpafd peda n. Tada eancu Apin(G) > —2 ako u camo axo
2pad G npunada jedrnoj 00 caedehux xaaca 2pagosa:

(i) 9 — eenepanucanu aurujcky epagdoeu,
(ii) & — usysemu epagosu.
Wsysetu rpagosu ce Mory pasmukoBaru Ha cienehwn mauun (komcynrosarnm [17]).

JIema 1.1 Ceaxu usysemu zpag G npunada jednoj 00 caedehus xaaca:
(i) & — usysemu epadosu peda n 3a Koje 8axHCU Apyin(G) > —2 (n=06,7,8),

(ii) i 20e je k > 1 — usysemu zpagosu peda n=m+k 3a xoje samncu Ay > —2 U Appi = Apyo = -+ =
Antk = =2 (epagoeu us kaace &, ce dobujajy dodasamem k memena na zpadose u3 xaace éy).

Hamnowmena 1.1 Kuaca & uma 20 rpagosa, kaaca &7 110, a knaca &g 443 (ykynuo 573 rpada npunazna
OBUM TpuMa Kiaacama — oHu ce mory mahwu y [17], crp. 198 —212). Illrasume, cBaku rpad u3 Kiace
&3 (omHOCHO, &7) canp:u Kao MHAYKOBaHM moarpad Heku rpad u3 knace &7 (ommocuo, &). Ilozmato
je m ma cBaku m3yseru rpad uma HajBume 36 TeMeHa M Oa CBakW TakaB rpa¢ pena n > 10 nma —2
Ka0 COICTBEHY BPEIHOCT MYJITUILIAIUTETa HajMame 2.

Hapenua knacupuranuja he urparu kpynujanny yiaory y onome mro ciemu y llormasmy 1.3.

Jlema 1.2 Heka je G nosesan epad Koju uma n MeMERA V1,12, ...,V U HEKG HEJCORAKOCT Apin(G —vi) > =2
saxcy 3a ceaxo i =1,2,...,n. Tada G npunada nexoj 00 caedehus xaaca 2padosa:

(i) o ={L(T) | T je cmabao};

(ii) o ={L(T;1,0,...,0) | T je cmabao};
(iii) o5 ={L(U) | U je yrnuyukauuxy zpad ca HENaprUM YUKAYCOM};

(iv) oty =Ub_g &

(v) $={L(P;1,0,...,0,1) | P je nym wuja cy kpajwa memena oznauena ca 1};
(vi) B, ={C, | yurayc ca naprum n};

(vii) B3 ={L(U;1,0,...,0) | U je ynuyursuvku zpad xoju ce cacmoju 00 wenaproz yukayca u eucehez
nyma (wuja Oymcuna moxce bumu u HYaa) wuje je kpajme meme 03naveno ca 1};

(viii) B4 ={L(B) | B je buyursuuku epaf xoju ce cacmoju 00 08a HENAPHA YUKAYCA U NYMG (Wuja 0Yyncuna
Moxce bumu u wyaa) usmehy wuz};

(ix) Bs=Up—¢ Em1.

8engl. exceptional graph.
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Knace o) — o4 u By — B4 ce nojasmyjy v [39] (Bumernm mokas Teopeme Koja je anoctpopupana
Kao riaBHU pe3ynarar). Kiace @ u $Bs onrosapajy onuma u3 Jleme 1.1.

Cneneha snema ce mosxe mahiu y [15], Jlema 7.5.2 (Bumeru, Takobe, u [39]).

JIema 1.3 Axo je G nogesan zpad peda n, onda:
(i) Po(=2)=(=1)"(n+1), axo je G=L(T), 20e je T cmabao;

(ii) Pg(—2) = (—1)"4, axo je G = L(T;1,0,...,0), 20¢ je T cmabao, uau axo je G = L(U), 2de je U
HEOUNAPMUMAN YHULUKAUNKY 2pad;

(iii) Pg(—2) = (—1)"(9—n), axo G npunada xaacu &,, 20e je n=6,7,8.

o-rpagoeu. Ciequ npersien mosHaTUX pesynrara Koju he 6utm ropumhenn (yriaBHoM) y
Ilornasmy 1.4. I{ozpagﬁg ce yobuuajeHo neduHUIIE Kao rpad KOju HE CAIPKU IyT Py Ka0 MHIYKOBAHU
monrpad. Ilocroje m mpyre nepumuunuje, Ha mpumep, Korpad ce Moxke mepuHHMCATH U Ha cienehu
HAYNH:

(i) Ky je worpag;
(ii) ako cy G u H xorpadoBu OHIa je BHUXOBa yHHUja Korpad;

(iii) axo cy G n H xorpadoBu OHIa je BUXOB V-IIPOU3BOI KOTpad.

IMoncehamo na je yuuja rpagposa G u H (y osnamu GUH) rpa¢ uuje cy KOMIOHEHTE KOMIOHEHTE
rpadosa G u H, nox je V-tpousson'® rpadosa G u H (y ozmanu GVH) rpad koju ce nobuja crajamen
cBakor TeMeHa rpada G ca cBakuM TeMeHOM rpacda H.

Ykouuko je u mpousBosHO TeMe rpada G, tama cy I'(u) u [u] pemom omeoperno u sameopeno
cycedemeo memena u. Harme, Baxu I'(u) = {v | v~ u}, omnocuo I'lu] =T'(u)U{u}. 3a nBa remena
KasKeMo ga cy dynauyupana'! (ommocHo, xodynauuupara'?) ykosmko mmajy ucto orBOpeHo (0IHOCHO,
3aTBOpEHO) cycencTBo. Jlakie, TeMeHa u U Vv Cy Aymiunupana (TO jecT, KOAYIIANUPAHA) YKOIUKO
Baskn I'(u) =T(v) (ro ject, ['u] =T7[v]).

Y craamy ca ne¢puHWIUjOM, KOTpadoBM MOTY GUTH penpeseHToBaHU Kocmabaom'’ (Bumerw, Ha
npumep, [34]). Canma hemo nedpmrmcatm msa Tuma rocrabana (Tg u TG) KOja pemnpeseHTyjy Korpag
G.

IIpso rocrabno Tg je KopeHCKo cTabio (ca KOPEHOM r) y KOM je CBAKO yHYTDAIIHe TeMe W WIN
tuna ¢ (koju omrosapa yHuju) maum tuna ® (koju omrosapa V-mpoumssony). Kpajma temena (unn
JIUCTOBY) HUCY HUjEIHOT TUIA U CBAKO O HUX IpencraBpba cebe y korpady G. Buio koje ymyTpam-
Be TeMe, PEeNuMOo w, npeacrasiba noarpad (koju oznauasamo ca Gy) korpada G MHAYKOBAH KPAjHUM
crenbennnuma TeMena w. CBa Kpajba TeMeHa Cy Ha jeJHAKOM pacTojamy ol kopena. Takobe, cBa
VHyTpalllihba TeMeHa Koja Cy Ha jeIHAKOM pacTojamy o4 KopeHa cy uctor tuma. [IlraBume, au-
PEKTHU CiIeA0eHUIM GUII0 KOT YHYTPAIIEEI TeMEHA W Cy PA3IUYUTOr TUNa Of W (WM HeMAajy T,
YKOJIMKO Cy Kpajima rTeMmena). Jlupexran ciaenbenuu Temena w (y O3HAIM Wi,W2,...,Wy) IPEICTABII-
jajy unnyrosane noarpadose Gy, ,Gy,,...,Gy,. Axo je w tuna @ onna sawu Gy = Gy, UGy, U--UGy,,
OIHOCHO aKO je w Tuna @ ouxa Baxku G,, = GWIVGWZV...VGWKI. ITocebno, Basku G = G,. Teme do kpa-
jwez memenal (roje hiemo oszmauasatu ca NTT-rteme) je teme kocrabaa Tg Unju Cy CBU AUPEKTHU
ciaenbeHnI KPajiba TEMEHA.

engl. cograph.

engl. V—product, join.

Wengl. duplicate.

Zengl. coduplicate.

Bengl. cotree.

engl. next—to—terminal vertex.
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I pyro xocradio T\G hewmo 3BaTyt Munumaaro xocmabso. OBo rKocTabio ce nobuja o1 MPETXOMTHOT
VKIakbambeM CBAKOT YHYTpAaIIkber TeMeHa KOje MMa TadyHO jeNHOr NWPEKTHOr ciaenbeHnka. Y TOM
cIy4ajy, OUPEKTaH NPEeTXOMHUK (YKOJIUKO MOCTOJU) W JUPEKTAH CIeIOEHUK YKIOHEHOT TeMeHa Ou-
Bajy mueHtuduroBanu. Ha oBaj HaumH mOoOMjaMO KOCTAOIIO umja Kpajkba TEeMeHa He MOopajy ouTu
Ha jegHAKOM pacTojamy O KOpEeHa, ajil je W Jnaj/be MUPEKTAH CJIeADEHWK OMJIO KOT YHYTPAIIkher
TEeMEHa PA3JIUYUTOr TUNA O] CBOI IPETXOAHUKA (WX HEMa TUI YKOJIUKO CE DAY O KPAJHeM TEMEHY ).
IIpumeTnmo na cBakm Korpad MMa jeIMHCTBEHO MUHUMAJHO KOCTADJIO KOje ra pempe3eHTyje.

Jacuno, 0ba mperxonHo ommcana xKocrabia penpesdentyjy uctu rpad G. Ila ducmo mirycrpoBain
ey mpudy, najemo jemax jemHocrasan npumep. Ha Chnunu 1 mpurasas je korpad G u merose aBe
penpesenrauuje (Tg u 1g).

Ve Vs
V7 % V4
V8 V3
V1 V2
G

V4 1%

V3 Vs Ve

Vi V2

?G (MMHMMAJIHO)

Cmuxka 1. Korpad G u mBa xocrabna koja ra penpesentyjy (Tg u fc)

Hamomena 1.2 IIpumerumo ma, Ha OCHOBY MUHUMAJIHOT KOCTabIa fG, jemHCTABHO MO:KEMO OAPEeIUTHA
KOJIEKIMj€e OyIINIVPAaHNX U KOOyIIuimpanux reMena rpada G. Haume, cBaka xonekmuja Mehycobuno
MyUIMIAPAaHUX (OAHOCHO, KOAYIIMIMPAHUX) TeMeHa uMa (y MUHUMAJIHOM KOCTAOIY) 3ajeXHUYIKOT
MUPEKTHOT mpeTxoauuka koju je NTT-reme Ttuna & (omuocHo, ®). Takobe, uarepecanTHo je u ma cy
nymnunupana (Kooymaunupasa) teMesa rpada G koxymiunupana (IyIUIMOUPAHA) TEMEHA HerOBOT
rommiementa G. Illrasume, pempesentyjyhe xoctabao kommiementa G mobuja ce O pelpe3eH-
Tyjyher xkocrabna rpada G xana temeHa Tuna P U ® 3aMEHE MECTA.

ITocTojame 6UI0 KOr mapa LYMIUOUpPAaHUX (OJHOCHO, KOLYIJINNNPAHNX) TEeMEHA U U V yKa3yje Ha
HOCTOjame CONCTBEHOT BeKTopa rpada G koju oarosapa concrsenoj spemuoctu 0 (oanocuo, —1) uuje
Cy CBe KOMIIOHEHTE jeqHaKe HyJIU M3Y3€B OHUX KOje OAroBapajy TeMeHUMa U 1 V Koje cy jennake | m —1
niu o6parno. Crora, U0 Koja KOJEKuUja on k Aymnuuupasux (TO jecT, KOLYIIUIUPAHUX ) TeMEeHa
yKa3yje Ha mocTojame k— 1 JuHeapHO HE3aBUCHUX BEKTOPA KOJjU OArOBapajy COICTBEHO] BPETHOCTU
0 (ro jecr, —1).
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V5-1

I'pa¢ umja je mpyra comcTBeHa BPEIHOCT Mama WM jelHaKa OX “5— Haszubamo O-—ezpagd. Ilper-
XOMHO MOMEHYTa FPAHUIA je MO3HATA Kao aaamuu npecex. CTpykTypa o—TpadoBa m3ydaBaHa je y
[19], [18] u [40], mok je y [19] yBemena mHoramuja © = @
Basku A (G) < 6, omrocuo A(G) = ¢ 3sahiemo 6~ —rpad, omaocro 6'—rpad. IMosmaro je ma wujenam
0~ —Tpa¢ He canp:ku P4 Kao MHAYKOBAHU IoArpad, TO jeCT CBAaKU O —Tpad je Korpad.

Panun moromuoctn, rpadp G 3a xoju

1.2 YsauUnukamusm rpagoBu

Heka je G yHUIMKIWYKA Ipad YUju TOJIUMHOMUja K Aek pasmarpamo. Ca G’ hemo o3nauuTu rpad
(ako yommrre mocToju) Koju 3ajenHo ca G umHM KOHTpampumep 3a IIpobaem 1.1, nox hemo (G,G)
3BaT; KOHTpanpuMepcku nap. Hajsume jeman om oBa mBa rpada Mosxke 6utu HenosesaH (Bugeru [13],
Hamomena 1), a 6ynyhu na je rpad G mosesan (y ckaany ca KePUHUNNM]OM YHUIUKJIUYKOT Ipada —
Bunetu [lormasme 1.1), orna je To (eBentyanno) G'. Takobe, kopuctumo cienehy KOpecnoHIeHIN]y
nsmeby Temena rpadosa G u G': 3a temena v € V(G) n V' € V(G') raskemo ma cy napmmepu yKOIIKO
Bazku Pg_,(A) = Py_y(A). Ilpumernmo na cy mapTHepW TeMeHa WCTOI CTEIEHA.

Hajope moxasyjemo ma rpa¢ G He Moke OuTuM HemoBesaH. Y Ty CBpXY, Hokasyjemo ciaemehn
(ommTr) pesyirar.

Jlema 1.4 Hexa je H=H) UH,, 20e eanct Apay(Hi) > Amax(Hz). Axo Hy cadpocu meme cmenena 1, onda
j€ NOAUHOMUJAARAG PEKORCTPYKUUIA JeOUNCMEENA.

Ioxa3s. [IpernocteuMo cynpoTtHo u Heka je (H,H') konrpanpumepckn nap. Axo saxu n(H)) # n(H,),
Ha ocHOBY Teopeme 1.2, mosmHOMUjaJTHA PEKOHCTPYKIMja j€ je IMHCTBEHA, Ia 3aTO MPETIOCTABUMO
na Baxu n(H)) =n(Hy). Hexka je u € V(H)) teme crenera 1, u Hera je v meros jenunu cycen. Tana
je, Ha ocHOBY Teopewme 1.3, manexc rpada H —u jenuakx unnexcy rpada Hp. lakie, Baxn

}fmax(HZ) = lmax(I'I - Lt) = afma)c([{/ - I/t/)
> ﬂvmax(H/_M/_W/) = A'max(l'l/ _W/> = )vmax(H_W) > 2fmax(I'IZ)a

rae je w teme cycemuo temeny u'. Otyna caemnut Apg(Hz) > Apar(Hz), mTo je memoryhe. [ |

Cama cMO y mo3unuju na mToKaskeMo ciaenehiy teopemy.
Teopema 1.7 I'pad G' ne moxce bumu nenosesan.

Hoxa3z. IlpernocTaBuMo cympoTHO, TO jecT na je G' memosesan rpad. Tana, mpema Teopemu 1.2,
rpad G’ uMma nBe KOMIIOHEHTE UCTOT pefia. Y TOM Clydajy, WU je jeqHa OUIUKIMUKMA Tpad, a Apyra
cTabio miu cy obe yHnnukanukn rpadosu. IIpsa moryhuaoct me moske na sazku (Teopema 1.2(iii)).
I[ITo ce Tuue mpyre mMoryhHOCTH, PasMOTPUMO KOMIOHEHTY Trpada G' 4Uuju MHAEKC HUje MamU O
UHIEKCA APYTre KOMIIOHEHTE. Y KOJIMKO OHA CAIDP/KU TeMe cTemeHa 1, mokas ciemu Ha ocHOBY Jleme
1.4. Y cympoTHOM, Ta KOMIIOHEHTA j€ IUKJIYyC U TAaa TBPpDHEme Ciequ U3 YUHEHUIE JA CBAKU IYKIYC
nma (6apeM jemHy) CONCTBEHY BPERHOCT MYJITHILUIMIUTETA HAjMame 2. |

Y omoMe mTO ciemd, npeTnocTshaMo ga cy G u G ymuruenuuku rpadosu pena n. Heka cy C
u C' (jemuHCTBEHM) MUEIYyCH KOju mpunanajy penom rpadosuma G u G’ u HeKa Cy BUXOBE Iy:KUHE
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penom g u g'. 3a 6uso Koju o 0BUX rpadoBa, KaskeMO Aa je nenapaH, (OJHOCHO, napak) YKOJIUKO je
n HenapHo (OJHOCHO, MAPHO).

IIpeTniocTraBuMO HajuUpe Oa je n HEmapHO.

Teopema 1.8 Axo je G menapan yrnuyurauuky epad, onda je NOAUHOMUJAAHG DEKOHCMPYKUUIA JeOuH-
cmeena.

Ioxkas. IIpernocraBuMo cynpoTHO, u Heka je G' panuje omucanu rpad (YHUIUKINYKYA, KOJjU UMAa
VCTY TIOJMHOMUJAJHYU IeK Kao u G).

Hexa je g memapro. Tana sawu g =g (Buzmetn (3) u3 [lornasma 1.1). Ha ocuoBy Teopeme 1.5(i),
IIOCTOje caMo nBe MOryNHOCTH 3a BPEAHOCTY KOHCTAHTHUX YJIAaHOBA KAPAKTEPUCTUUYHUX IOJIMHOMA
rpagosa G u G'. IlpeTrnocTaBuUMO Oa Cy TV KOHCTAHTHU UJIAHOBU PA3JIUUYUTA U PEIUMO I8 BaKHA
ap(G) =0. Amm rana (omer ma ocHoBy Teopeme 1.5(i)), rpadp G—C (koju ce mobuja yrIamameM
cBux teMmena mukiayca C u3 rpada G) Hema mepdexkTHO cuapuBame. llociemuuno, mocToju Teme
u € V(C) rakBo ma uu rpad G —u mHema mepdekTHo cmapusame. Dynyhwm na je rpad G—u myma
(menmoBesan rpad umje cy KOMOOHEHTE CTabia), OH WM CAAPKU KOMIIOHEHTY KOja je mapHO cTabio
6e3 nep(peKTHOr cuaprBama UK CAIP:KN IBE KOMIIOHEHTe Koje cy HenapHa crabia. Y obe curyaruje,
IIPUCYCTBO THX KOMIIOHEHATa yCJIOBJbaBa na je O comcrBeHa BpenHocT rpada G —u MyJITUIINIATETA
HajMame 2, OJaKJie CIequ NOKAa3.

Hera je g mapuo. Tana je m ¢ mapro (6MmapTUTHOCT je pEKOHCTPYKTMOWIHA, Bunetu (6) u3
ITornassma 1.1). Amu tana, Ha ocHoBy Teopeme 1.5(ii), 3arkmyuyjemo na Baskn jemuaroct do(G) =
ao(G') =0.

OBuM je IOKa3 KOMIJIETUPAH. |

Heka je cama n (>4) napro. Y oBoM ciaydyajy je npobiieM 3HATHO KOMIUIMKOBAHU]U, TE€ I'a pe-
maBaMoO y BUIIE KOpaKa. 3a MOYeTak HaM je HEONXOMAH jelaH NONATHM anapar. Haume, y jgemu Koja
caemu kopuctumo Xajnbpouneposy (E. Heilbronner) dopmyny (Bumetn [9], ctp. 59), Koja mpeacrasiba
cuenujanad ciayuaj [[Isenkose popmyne (Bumeru [35] mam [9] cTp. 78), a rojy Takobe rkacHmje ko-
puctumo (Ha npumep y Jlemu 1.8), Te mx 3aT0 OBIE 06GE HABOIUMO:

Heka je H npousBosman rpa¢ u Heka je % (v) ckyn cBux muriyca rpada H xoju caipske Teme

veV(H). Tana saxu (IlIsenrkosa popmya):
Py(A)=APq (M) = Y Puvw(A)=2 Y Puc(A),
W CEB(v)

e W~V 3HAUN 4 je TeMe W CYCEeIHO TEMEHY V.

XajnbpouepoBy hopMmyry nobujaMo U3 IPETXOMIHE V CIyYajy Kala je pa3MaTpaHo TeMe V CTeleHa
1. Ona raacwu:

Py(A) = APy—y(A) = Pu—y—w(A),

rae je w (y OBOM Cilyyajy jeArHU) Cycel TeMeHa V.

Yoynyhe he mam 6butn nmorpebHa HapenHa JieMa O IpadoBUMa KOjU Canp:Ke TEMeHa cTeleHa 1

(H_ITO je, nHaye, 3a,je,HHI/IqKa 0cOoOUHA, CBUX YHULNKJINYKUX rpaq)OBa Pa3siImmMUInNTUX O III/II{Jcha).

Jlema 1.5 Hexa je (H,H') nap epafosa xoju umajy ucmu nosuromujairy 0€k, a4 paA3AUNUME KAPAKINE-
pucmuune noaunome. Ilpemnocmasumo da H cadpacu meme cmenena 1, peyumo u, u Hexa je v wezos
jedunu cyced. Tada, P(H) cadpacu dea noaunoma (jedan 00 mwut je Py_y,) Koju ce pasiukyjy camo y
AUHEAPHOM YAGHY.
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Hoxkasz. Heka je u' € V(H') naptaep Temena u u Heka je w' teme cycemno temeny u'. Kopucrehn
XajnbporepoBy ¢opMyLy, TOOKMjaMO jeTHAKOCTU

PH (A,) :}LPH_H(A) - PH—u—v(}L),
PH/ (A) :A’PH/fu/ (A) - PH’*M’*VV/ (A)

[TomTo ce monuaoMu Py u Py pasiukyjy caMo y KOHCTAHTHOM WIAHY 3aKJbYUyjeMO Oa CE U MOJUHOMIU
Py 7 Py_,_,, Tarobe, pasnmkyjy camMo y KOHCTAHTHOM wWiIaHy (3a CBAKO A B&KM jeOHAKOCT
Py_y(A) =Py _(A)). Cana jemaocrapuo cnemu na cy Py_y(A) =APy_y—v(A) u Py_y(A) =Py _p(A) =
APy _y_w(A) mBa TpaskeHa MOIMHOMA. |

Hanowmena 1.3 13 nperxoznse sneme 3akmyudyjemMo na Basku ciaeneha jemmaxoct ag(H) = —aj(H —v),
rae je v ouio xoje Teme rpada H koje je cycenno mexoM temeny cremnena 1. (Osaj pesyarar mocrtoju
uy [37].)

Cana hemo enuMmuHUCATH CUTyaIujy y KOjoj ce cBa TeMeHa rpada G Hajaze Ha pPacTojamy Ha-
jBuie jeman onx mukayca C.

Teopema 1.9 Axo je G napan yHuyukiuwky 2pad y KoM je ceaxa usuya UNYUIENMHE Ca HEKUM MEMENOM
yurayca C, on0a je noAUHOMUJAAHE PEKOHCMPYKYUIA JeQUHCMEEHA.

Ioka3. JacHo, ykoauro je G MUKIYC, MOJMHOMUjAJHA PEKOHCTPYKIUja je jeIMHCTBEHA, jep je Tana
G perynapau rpa¢. Y cymnporaoMm, G canpxu nukiayc C m onpebenu 6poj Bucehmx umBuma uywje
jemHo Teme MpUIALa MUKJIYCY, OOK je Apyro cremeHa 1. YKOJWMKO je Bumme on jemue Bucehe mBuie
UHIUIOEHTHO Ca UCTUM TEMEHOM IMKJIyca, penuMmo v, oHna je 0 comcrBeHa BpenHocT rpada G—v
MYJTUILINIIATETa HAjMame 2, T€ MOKa3 CIIEIU.

IIpernocraBmoMoO cazma na je u TeMe CcTemeHa 1 M HEKa je V HWeroB jenuHu cycen. Tana BaxKu
deg(v) =3. Hera je v’ € V(G') maprrep Temena u u mHeka je w meros cycen. Y craany ca Hamomenom

1.3, momro cy u un u' Temena crenena 1, saku ap(G) = —a1(G—v) u ap(G') = —a; (G’ —w'). IIpumernmo
na, takobe, Baxu u ap(G') = —a1(G—w). Ako je w (mapTHep TemeHa W') Cycen HEKOT TEMEHa CTEleHa
1, ornma Baskn ap(G) = —a; (G —w), Te noka3 caemu. 3Haun, Baxku deg(w) =2 (jacuo, deg(w) # 1), mwro

he pehwu ma Baswu u deg(v) # deg(w). C mpyre crpame, npema Jlemu 1.5, monmunomu Pg—, u Pg_,,
Ce pa3IMKyjy CaMO y JMHEADHUM WIAHOBMMA. 3a n > 6, u3 uperxoxsor caenu deg(v) = deg(w), mro
je KoHTpamuknuja. JacHo, 3a n =4, HOJNMHOMUjaJHA DEKOHCTDYKIMja je jequHCTBeHa (IpeTXOonHa
apryMeHTanuja He BayKU y cayuajy n=4).

OBuM je mOKa3 3aBpIIeH. |

Hapenne neme he Obutw kopumhene y oHOME IITO CJIEIA.

Jlema 1.6 Hexa je G napan yruyukiuuky epad u nexa eancu u,v € V(G). Baxce caedeha mephema:
(i) axo samcu ap(G) #0, onda epad G uma nepdexmmo cnapusamwe;
(ii) axo saxmcu ag(G—u—v) #0, onda epad G—u—v uma nepdexmno cnapusane;

3 (n=2)

(iii) axo eaomcu ag(G—u—v)#0, onda sancu sgn(ap(G—u—v)) =(—1)2 , e0e je n ped zpada G.

Iokas. Csa tBphema cnene mupexkrno usz Teopeme 1.5, cayuajesu (iii) u (iv). |
JIema 1.7 Jam je epad H u nexa je M nepdexmno cnapusane y epady H—v (npeu nodepad epada H).

Tada H —w uma wajmame jedno nepdexmmo cnapusane kad 200 nocmoju aameprupajyhu nym (y odnocy
na nepPexmuo cnapueamwe M) napre Oyacure Koju NOYUBE Y MEMERY V, G 3a8PULAEA Y TEMEHY W.
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Joxra3. Heka je P myT Koju Iouvme y TeMeHy v, a 3aBpmaBa y TeMeny w. Heka je E; (oxHOCHO,
E») ckyn msuma myta P koje mpumaznajy (0mHOCHO, He mpumanajy) cuapusamy M. JemmocTaBHO
3akmpyuyjemo na je M — E; +E; jenHo nep¢pexTHO cnapuBame y rpady H —w, yuMe je JoKa3 3aBPIIEH.
|

Haname kopuctumo crenehy moranujy:

p(u) = ag(H—u—v),
veV(H)\{u}

e je u IpOU3BOJLHO TeMe rpacda H.

Jlema 1.8 Hexa je G napan ynuyukauuky epad peda n > 10 maxae da saxcu ap(G) #0. Axo je u meme
epaa G cmenena 2, Koje nuje cycedno nujeonom memeny cmenena 1, onda saxcu nejednarocm |p(u)| >

lao(G)]-
Joxas. Ilpema Jlemm 1.6(iii), Baskn |p(u)| = Xey(6)\(u} |@0(G—u—v)|. C mpyre cTpane jenmakocTu

a0(G) = —ap(G—u—vy)—ap(G—u—vy) —2ap(G—C), axoucV(C);
NN —ao(G—u—vi) —ao(G—u—vy), axo u € V(G—C),

caene ua ocuoBy Illsenkose ¢opmyse. Crora, u3 |ag(G)| #0 (jemuue moryhuocru cy 1 u 4), 3a-
KbydyjeMo ma je majmame jeman on unanoBa do(G—u—vy) u ap(G —u—v;) pasauuuT Of HyJe.

Haname hemo passmukoBaTtm nBa ciaydaja y 3aBHCHOCTH OJ IIOJIOKAja TEMEHA U Yy OTHOCY HA
muriyc C.

Cayuaj 1: u € V(C). MokeMO TpeTIOCTABUTH Ha Basku, pemuMo, do(G —u—vy) # 0; momartHo, HEjen-
HaKoCT do(G —u—vy) #0 Basku camo ako Basknu |ag(G)| =4. rasume, 6ynyhu na je G—u crabmo,
3akpydyjeMo ma je G—u—v myma 3a 6uno koje v u crora Basxku |ag(G—u—v)| =1 xax rox je ucmy-
®BeHO |ag(G —u—v)| #0. Iocnennusno, na 6u cMmo mokazanu na Basxu |p(u)| > |ag(G)|, noBosmHO je na
y rpady G —u nponabhemo jemuo mam Tpu temena v (# vy, vy) 3a roja Baxku do(G—u—v) #0 y 3aBuc-
HocTu ox Tora na nu je |ag(G)| jemnako 1 wnu 4. ExsBusasnentno, tpeba na nponabemo tpu romnuje
TeMeHa V 3a Koje rpad G —u—v nMa neperTHo cumapuBame. OBO MOKEMO yPAIUTH Pa3MaTPAHEM
rpada G —u u npumenoMm Jleme 1.6. Hajupe, nmporanakeme jeIHOI TAKBOI TEMEHA je€ jeTHOCTABAH
3agaTak. llame, yKOIMKO cy HaM mOTpebHE TpU KOIuje TeMeHa v, youuMmo na rpad G —C uma nep-
¢pexTHO cnapuBame u na, rakohe, Basku g = 2(mod 4) (Bumeru Teopemy 1.5(iv)). Tana csaka gpyra
vBuna nyta P=C—u—v| npunana neppexraoMm cuapusBawy (rpada G—u—vy). Aro Baxku g > 10,
jeIHOCTABHO HaJA3UMO TPU TpaskeHa TeMeHa yHyTap myrta P. Hamocmerky, ako Baxku g =6, camo
jemuo Teme v Moskemo mponahu yHyTap myta P, anu, momro Baxku n > 10 (ka0 mWTO CMO HA TOYETKY
OPETIOCTABUIN), jJeJHOCTABHO MOKeMO nponalu jom nBa TakBa TeMeHa BaH myTta P.

Cayuaj 2: ueV(G—C). Y oBoMm cayuajy, Baxkun G —u = G;UG,, rue je, peunmo, G| crabmao. IIper-
IOCTABMMO na TeMe v| npunana rpady G, 1ok teme v, npunana rpady Gz. Aro je G| HemapHOTr pena,
onma Baku jemHakoct ag(G) = —ap(G —u—v) u, rakobe, rpad G—u—v| uMa HEpPEKTHO CHAPUBAHE
(Bumeru Jlemy 1.6(ii)). Cnmuno, ako je G| mapHOTr pena, oHIa Baku jeqHakoCT ag(G) = —ag(G—u—vy)
u, Takobe, rpadp G—u—v, uma nepdexrHo cnapusame (Bunetu Jlemy 1.6(ii)). Nmajyhu y Buny jen-
HakoCT [P (u)| = Lyev(G)\{u} |@0(G—u—V)|, y 0be curyanmje morpe6uo je ma mporabemo Teme v (# vi,v2)
3a koje Basku do(G —u—v) #0. Ersucrennuja TaxkBor TeMeHa jeJHOCTABHO CJIequ HA OCHOBY Jleme
1.7.

OBum je mora3 3aBpIIEH. [ |

Teopema 1.10 Hexa je G yruyuravuxy epad £00 Koz bapem jedna usuya nuje cyceona Hujeonom memeny
yuxayca C. Tada je noAUHOMUIAANA PEKOHCMPYKUUIA JEOUHCTNEERG.
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IHoxka3. Ilomcehamo na je moamHOMUjasHA PEKOHCTPYKIMja jeAUMHCTBEeHA 3a rpadose pena n < 10.
3a n > 10, mpernocraBumo cynpotHo u Heka je (G,G') xoHTpanpumepckm map. DBes rybiema Ha
ONINTOCTH, MOKEMO mpernocrautu na Basku |ag(G)| > |ap(G')|. Ywomuro Bawm ag(G) = 0, mora3s
je saBpmen. Ilakne, Heka Hamame Baxkwu |ag(G)| > 0. Y crmany ca Teopemom 1.9, y rpapy G’
mocroju OapeM jemHO TeMe KOje Huje cremeHa 1 M KOje ce HaJa3um Ha pacTojamy HajMame 1 on
mukayca C'. Hexka je u' Taxso Teme koje ce jomr m Hajasm Ha HajBehem MoryheMm pacrojamy on
C'. Taga je ¥ cycemso jemHOM TeMeHY KOje HMje CTemeHa 1 U, MTAaBUIIE, jeTHOM TEeMeHy Koje jecTe
crenena 1 (y cynmporrom, 0 6u 6una concrBena BpemnocT rpada G —u' MynTumimnureTa HajMame
2). Ilpyrum peumma, ctemen Temena u' je mna. Wwmajyhu y sumy Hamomemy 1.3, 3akmyuyjemo ma
Basku ao(G') = —a1(G' —u'). C mpyre crpame, Baku u ao(G') = —a1(G—u). Hamwe, ako je Teme u
(maprrep Temena u') cycemuo HeroMm Temeny crenesa 1 (y rpady G), onga Baxku ao(G) = —a1 (G —u)
(Bugern nonoso Hamomeny 1.3). Otyma caemm m jemmaroct ao(G) = ag(G'), Te je mommaOMUjaIHA
peroHCTpyKuMja jenunctsBeHa. [lakie, u Huje cycen HekoM temeny cremena 1. ITomcehamo na Baskn
jeAHAKOCT

PG’*M/(A’) - Z PG/fu/fvl(A’)'
VeV(G)\{w'}

ITocaemuuno, nobujamo jemmaroct aj(G —u') = p(u'), roe je p(u') medunucano ucupen Jleme 1.8.
Hame crenu
lao(G)| =|a1(G' = u')| = |p(u')| = |p(u)| > |ao(G)|.

(ITomcehiamo ma 3a cBako A Baskm Pg_,(A) = Pg_y(A) a crora u p(u) = p(v'); Tarobe, mocnemnma
HejeqHAKOCT ciemu Ha ocHOBY Jleme 1.8.) Otyna Baxu |ag(G)| < |ag(G')|, mro je y xoHTpaauknuju
ca HALIOM IIOJIA3HOM IPETIOCTABKOM.

OBuM je Teopema JOKa3aHA. |

CrymmameM TIPETXOMHUX Pe3yJITara A0Ja3rMO 10 TJIABHOD PE3yJiTaTa y OBOM MOTJIABJILY.
Teopema 1.11 Axo je G yrnuyuxauuky zpad onda je NOAUROMUJAANG PEKOHCMPYKYUIA jeOuHCMBENA.

Hanomena 1.4 Peroncrpyrnuja rpadosa y cMmucay Y namose (S. Ulam) xunorese je, takobe, jeaun-
CTBEHA y ClIyvajy YHUNUKJIWYKUX rpadosa (komcyarosarm [30]).

1.3 Cuoexrpu rpadoBa u3 mexka orpaHMUYEHM 00300 ca —2

Heka je G rpa¢ uymju cBu npBu moArpagoBU MMajy CIEKTpe OrpaHMYEeHe ONO03I0 ca —2 U HEKa
je, Kao m y mperxomHoM moriasmy, G' rpad koju (ako yommre mocToju) 3ajemHo ca G UMHU KOH-
rpanpumep 3a [IpoGmem 1.1. ITomcehamo ma je jeAMHCTBEHOCT MOJMHOMU]AJHE PEKOHCTPYKIUjE y
claydJajy IOBe3aHUX rpadoBa ca rope ONUCAHUM ITEeKOM JIOKa3aHa M I je y OIIITEM CIyYajy Kapak-
TEPUCTUYHU HOJMHOM jequHCTBEHO onpeben ykommko cy oba rpaga memoesanu. Crora oBme pa-
3MaTpaMo caMO CilIydaj Kala je TayHo jenaH rpad, Heka To O6yne G, HemoBe3aH. Y TOM ciydajy, Ha
ocuHoBy Teopeme 1.2, rpad G ce cacToju on Tauno aBe KoMnouHente, G| u Gy, KOoje Cy UCTOT pena.
36or tora hemo mpermocrasutu ma Baxkm n = |V(G)| = |V(G')| = 2|V(G;)| = 2k, i =1,2. HomarHoO,
MOKEMO NPETIOCTABUTU U na Baxku k > 6 (jep je, ox panuje, ox uaTEpeca camo ciaydaj n > 10).

IIITo ce Tnue rpada G paszaukyjeMo IBa ciydaja:
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e jemmaroct Pg_,(—2) =0 Baxu 3a HajMmame jenHo teme v € V(G);

e nejemnaroct Pg_,(—2) # 0 Basku 3a csako teme v € V(G).

IIpBu cayuaj je pasmarpad y [39] rume je m nokasaHa jeQUHCTBEHOCT HOJUHOMU)ATHE PEKOH-
crpykurje (He3aBUCHO ox Tora na au je G moBe3an rpa¢ miau He). Panu KoMIuleTHOCTH, Taj DOKa3
HABOAVMO U OBJE y HemTO MOoaupumkoBaHoM oOsuky: Hajmpe, majumama comcTrBeHA BpemHOCT rpada
G’ Mopa 6UTH CTPOro Mama O —2 YKOJIUKO PEKOHCTPYKIMja HUjE je IMHCTBEHA (IITO CJIENU U3 UUHe-
Hune na HejenuakocT Pg(A) > Pg(A) Basknu 3a cBako A € R — Bumern [38], Teopema 3.8). Auu onga
G' canpxm HajMame jemaH MuHUMAaJaH 3abpamenu rpad 3a —2 Kao HajMamy CONCTBEHY BDPETHOCT
(Bumeru [15], Teopema 2.4.5). Byayhu na cBaku o1 mOMEHYTUX MUHUMAJHUX 3a0pameHUX IpadoBa
uMa cTporo mMame on 10 TeMmeHa, MOIMHOMUjAJHA PEKOHCTPYKIHja je jenmHcTBeHa. Hawmme, yrua-
mameM oArosapajyher Temena v u3 rpaga G' mobujamo rpa¢ umja je HajMama CONCTBEHA BPEIHOCT
takobe cTporo Mama ox —2, MTO je Y KOHTPAAUKIU)U Ca OMUCOM TIOJMHOMUjaJgHor neka (momro G
vMa HajMame 12 TeMeHa, HajMame IBa TAKBa TEMEHA MOCTOje).

Hpyru cayvaj je 3HATHO KOMIIMKOBAHU]U W EHera Hamasbe padmarpamo. l[IpumMmerumo ma cBakru
oxn Tpu rpada Gi,Gy u G’ npunana mekoj ox knaca (i)—(ix) uz Jleme 1.2. Ilakae, na 6u cMO IOKA3aJu
jeIUHCTBEHOCT IOJMHOMUjaJHEe PEKOHCTPYKIUje Tpeba Ja pasMOTPUMO CBE CUTyalllje KOje HACTajy.

Cneneha Teopema (omer) cieny U3 YNHEHUNE N4 je MOJNMHOMUjaTHA PEKOHCTPYKIN]a je IMHCTBEHA
y caydajy rpadosa pexna n < 10.

Teopema 1.12 I'pag G' ne npunada nu jedrnoj 00 xaaca <y u PBs.
Cana mokasyjemo crenehu pesysrar.
JIema 1.9 Hexa je K npouszeoman epad u nexa je H epad xoju ce dobuja 00 epaga K dodasamem

(i) majmame mpu eucehie ueuue wa jedno meme epada K,

(ii) najmame dea napa eucehur usuYa Ha pazauvuma memena zpafa K.

Axo je K mempusujanan epad, onda nocmoju meme epaga L(H), peyumo u, maxso da je —1 concmeena
apedrnocm epada L(H) —u myamunasuyumema wajmane 2.

Ioxa3s. Hera je u reme rpada L(H) xoje omropapa mekoj nsunu rpada K. Tana usume koje cy nomare
rpady K ycrosmasajy na rpa¢p L(H)—u canp:xu Tpojry MeDycoBGHO Ko qynannrpannx TeMeHa (Ciaydaj
(i)) mium pBa mapa koxynauMnupanux teMmeHa (caydaj (ii)). Y oba cayuaja, Ha ocHoBy Hamomene 1.2,
MyJITHAIIMIATET COICTBeHe BpeaHoctu —1 y rpady L(H) —u je majmame 2, omakie ciaenu TBpheme.

|
V5-1

Y OHOME TITO cjie/u, KopucTuMo Bell moMeHyTy HOTammjy O = Y=5—.
Jlema 1.10 Hexa je K npoussomwar 2pad u nexa je H epad woju ce dodbuja 00 2paga K dodasamem najmamwe
mpu suceha nyma oyxcune dsa Ha jeorno meme zpada K. Axo je K nempueujaran zpad, onda nocmoju
meme epaga L(H), peyumo u, maxeo da je ¢ concmeena epedrnocm epada L(H) —u myamunavyumema
HAJMATE 2.

Iloka3. IIpmMermMo Hajupe ma O6mio Koja ABa IyTa OOAATa KAKO jeé ONMCAHO y JEMH MOIY OUTu
cxBahiena kao jeman myT, perumo P, nysxuse 4 y rpady H dnje ce MeHTPATIHO TeMe oLy fapa ca HEKUM
temenoM rpaga K. Hexka je u teme rpagpa L(H) koje onrosapa Hekoj nsuim rpada K. IToxcerumo na
KOMIIOHEHTE OMJIO KO COIICTBEHOI BEKTOPA JIMHUjCKOr rpada (Koju oarosapa GUIIO KOjO] COICTBEHO]
BPEIHOCTU) MOI'Yy OUTH MHTEPIpEeTUpaHe KAO TeKUHE HuMa oaropapajyhwux msuma. Otyna, na 6um
CMO KOHCTDYWCAJM COLCTBEHU BeKTOp rpada L(H)—u 3a CONCTBEHYy BPEAHOCT O HOLEINMO UBUIAMA
rpada H cnenehe Tesxkune: 1, 6, —0 u —1 uBunama nyra P (y OpUPOIHOM PENOCIENy) U HYJEe CBUM
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ocramuM umBunama. Caja ce OTUPEKTHUM PaUYyHOM IpPOBEpaBa Oa je O CONCTBEHa BPETHOCT rpada
L(H) —u. Wrasume, h— 1 pasnuunrnx nytesa (h je 6poj momarux myreBa ay:EuHEe aBa Ha rpad K)
Kakas je P HaM najy h— 1 nuHeapHO He3aBUCHUX CONCTBEHUX BekTopa rpada L(H)—u koju oarosapajy
COIICTBEHO] BPEIHOCTU O.

C o63upom na Basku h >3, moka3 je 3aBpIIEH. |

JIema 1.11 Hexa je K npousgoman zpad xoju uma wajmame nem usuya v Hexa je H zpad xoju ce dobuja
uoenmugurosamem buno xoe memena epafa K ca xoperom jedrnoe 00 nem xopencrur cmabans npuraszecHUT
na Cauyu 2 (Kopew ceakoz cmabaa je meme Koje je npedcmas.mero opyzauuje 00 ocmaaux). Tada najmame
mpu epaga us dexa zpada L(H) umajy pasauvume undekce uau nocmoju meme u € V(L(H)) maxeo da je
Mmyamunauyumem concmeene epednocmu —1 y epady L(H) —u najmame 2.

Joxa3. Ila 6u cMo mokasasu neMy morpebHo je na nponabemo Temena rpada L(H) unmja yrIamama
(YKIamaMo mo jeIHO TeMe y CBAKOM TPEHYTKY) Hajy Tpaskene moarpadose. To moske 6utu ypabeno,
onpebusamem usuna rpada H koje Tpeba ykaonuTu (Ha Taj HAUKMH yRIAHAMO U BUMa oarosapajyha
temena rpada L(H)).

Pasmorpumo wajupe rpad H xoju ce mobuja moMoNy KOpeHCKuX crabaja Pa3iudyuTux O APYTor
crabna ca Cawmke 2. Y TuM ciayvajeBuma u3 rpada H CBakM OyT YKIAHAMO MBUILY KOja NPUIALA
onroBapajyhem kopenckoMm crabiy. llpumermMo ma cBaku OyT KaJa YKIOHMMO HEKY TAaKBY WBUILY
nobujamMo rpad KOju uMa jemHy JOMUHAHTHY KOMIIOHEHTY (TO jeCT, KOMIIOHEHTY YUjU je UHIEKC
jemHak MHOEKCY mesior rpada) u, moryhe, jom meke kommnonenre. TakoDbe, jemnocraBHO youaBamo
[a, ¥y CIydYajy CBAKOI OJ YeTHUPU KOPEHCKa cTabiia, MOCTOje TPU JOMUHAHTHE KOMIIOHEHATE KOje MOTY
outu ypebene Taxko na je mpBa mpasu moarpad apyre, a apyra npasu noarpa¢ tpehe. Mebhyrum,
Taja TO UCTO Basku U 3a oxrosapajyhe snuHmMjcke rpadose, Te mokas cieau (DoGpo je mosHATO na
UHIEKC ITPOU3BOJLHOI IIOBE3aHOr rpa@da CTPOro pacTe AONABAHEM HEKOT HEW30JOBAHOI TEMEHA —
Bunetu [15], crp. 50). IlTo ce tuue mpyror ropenckor crabma ca Ciuuke 2, jemHocraBHUje je
kopuctutn aprymenranujy u3 Jleme 1.9. Hawmme, yxknamameM uBUIle UHIUACHTHE KODEHY cTabia
nobujamo ma je —1 coOmCcTBEeHA BPEAHOCT MYJITUIIUIATETA HajMame 2 y pe3yaryjyheMm auamjcroMm

rpady.

OBum je gema moka3aHa. ||

R

Cauxra 2. Iler kopenckux crabaJia.

Canma mokasyjeMo jemaH ONIITH PEe3yiATaT KOJU Ce OMHOCHU HA PEKOHCTPYKIM]Y MOJUHOMA HEIO-
Be3aHUX rpadoBa U y KOMe Ce Orjena 3HaJaj IPETXOonHe JieMe, & KOju KOPHUCTUMO y OHOME IITO
CcJenn.

Teopema 1.13 Axo je G nenogesan epaf, onoa je nOAUROMUIAARAE PEKOHCMPYRYUIQ jeduncmaena kad 200
nocmoge bapem mpu npea nodepaga epafa G xoju umajy pazsuwume undexce.
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Iloka3. Ha ocuoBy Teopeme 1.2, rpad G MOke mMATH TAYHO OBE KOMIOHeHTe mcTor pena. l[lomwm-
HOMWU]jaJIHa PEKOHCTPYKIMja je je IMHCTBEHA YKOJIUKO HEe BayKU HU3 HejemHakocTu u3 Teopeme 1.3. C
Opyre CTpaHe, YKOJIUKO Taj HU3 HEje THAKOCTU Ba/KM OHIA CBakuU rpa¢ u3 nexa rpada G uma MHIEKC
KOjU je jemHAK MHIEKCY HeKe Ol HErOBUX IBEjy KOMIIOHEHATA. ]

Y HapemHe TPU TeOpeMe PasMaTpaMo CBE MPEOCTAJIe CIIyUajeBe.
Teopema 1.14 I'pag G' ne npunada xaacu o .

Ioras. Ilpernocrasumo cymporro. Tana Bawu G = L(T), rme je T Heko cTabio. YKOIUKO BakKW
diam(7T) < 3, Tepheme cnemu. 3amcra, Tama je —1 comcTtBena BpemnocT rpada G MyaTUIMATIATETA
HajMame 2 (3axBasmyjyhm mocrojamy Komyniaumupanux TemeHa) uim je G' HOBOJLHO MAJOT pena
(wrasume, uma Mame on 4 TeMeHa).

IIpermocrasumo, Haname, na Baskn diam(7T) > 4. Takxobe, umamo y Bumy ma je moBossHO mpoHahn
Tpu pBa moarpada rpada G koju umajy pasznuuure uniekce. Heka je P majmny:xu myT y crabay T,
unja je my:xuna jemnnaka d (=diam(7T)). Heka cy ug,uy,...,uy remena nyta P. Tana saxu deg(ug) =1
(v crumany ca usbopom myrta P). Iamwe, 6e3 ryGibema Ha ONINTOCTA MOYKEMO HPETIOCTABUTU A
Bazku deg(u;) =2 (y cynporHoM, Ha ocHoBy Jleme 1.9, jenHOCTABHO NOJIA3UMO IO KOHTDAIUKIUjE).
Yromuro Baxu deg(up) =2 tBpheme caemu (mpema Jlemu 1.11, o6patuTtn nakmy Ha IPBO cTabio ca
Cnuke 2). Ilakne, Baxu deg(up) > 2. Yronuko moctoju Heka Bucella MBUIA MHIMAECHTHA TEMEHY U
tBpheme monoso caequ (npema Jlemu 1.11, o6paruru naxmy Ha Tpehe crabno ca Cuuxre 2). Iakie,
jenuuo Bucehu myreBu myskune 2 MOTY moja3uru o TeMeHa uy (y cynporuom, npumenom Jleme 1.9(i),
IOJIa3UuMO IO CUTYyAaIlje KOoja Huje mo3BoJheHa miau Ha ocHOBY Jleme 1.11 mum 3axBasmyjyhwm meTrom
crabay ca Cuuke 2). Ocrarak nokasa jemHocraBHo cienu Ha ocHoBy Jlema 1.10 um 1.11 (oGpaTurn
naKBy Ha 4eTBpTO crabio ca Cuauke 2).

OBuM je Teopema qOKa3aHA. [ ]

Teopema 1.15 I'pag G’ ne npunada xaacama o u 5.

Hoxa3. Ilpernocrasumo cynporao. Tana saxu G :L(T), rue je T Mmyarturpa¢ xoju ce nobdbuja momna-
BameM jenne narune Ha ctabnao T, umu sasku G' = L(U), rae je U Hekn HEOUNADTUTAH YHUUKINIKA
rpad. ¥ obe curyanuje Basku jemuaroct Py (—2) =4 (npumetumo na je rpad G’ mapror pena). Hera
je u' Teme rpada G’ xoje onrosapa Hekoj sucehoj usumm rpada T umu U. Tana samu Po_y(—=2)=—4.
IMocnenuuno, Bawu u Po_,(—2) = —4, na crora u Pg,—,(—2)Ps,(—2) = —4. Ha ocuoBy Jleme 1.3, Baxu
PG,—u(—2),P5,(—2) € {1,-2,3,£4}. Crora, camo ciaenehe moryhnocTu nonase y o63up:

(i) Po—u(-2)=-4 un Pg(-2)=1;
(ii) P,—u(—2)=1 u Pg,(—2)=—4.

Axo Basu (i), omma Basku G; € & (6yayhu ma je rpad G, noseszan). Ilakue, rpad Gy je pena
ocauM, a (camum tuMm) u rpad G, takobe. Yronuro je rpad G| —u moBe3aH, oaMax JOOUjaMo Ia Basku
G —u€ 9hUgh. Bynyhu na je G| noeesan rpad, cuenu Gy € o5 U.ofs unu G| € &. Y IPBOM CIydajy,
nobujamo Pg(—2) =4, mro je y cyuporHOocTH ca mpermnoctaBkoM na Pg(A) # Py (A) Basku 3a cBako
A €R. Y apyrom cayuajy, umamo Gy € &. Aunu, Tana 3a Hero teMme v € V(Gi) Bamwu Pg,—(—2) = —2
(Bumern Hamomeny 1.1), a tume Basku u Pg—,(—2) = —2. C apyre crpane, saxu Py_,(—2) # —2, jep
cy cBe Moryhe BpegHOCTM TOT MOJMHOMA y Tauku —2 messuse ca 4 (mpema Jlemu 1.3(1)—(ii)).

IIpernocraBumo cama na je rpad G; —u HemoBe3aH. Y TOM CIydYajy, YMBEHMANA Oa OWUIO KOja
¢darTopuzanuja 6poja 4 canpsxu unu +1 nnu £2 HAC HOBOAM A0 KOHTPAOUKNUjE, jeP YV Pa3MaTpPaHUM
KJlacaMa He IOCToju rpad, ca HajMame 6 TeMeHa, YMju KAPAKTEPUCTUYHU IOJINHOM UMa HEKY O TUX
BPEOHOCTU y TAUKU —2.

Ako Baskm (ii), Tama cBaka xoMmmonenra rpada G —u npunana knacu &g. Ilomro je rpad G
nosesaH, rpa¢ G| —u MOpa UMaTH CaAMO jeIHy KOMIOHEHTY (y CyIPOTHOM, MOCTOjao Ou mM3y3eTu
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rpa¢ pena HajMame 17 KOX KOT je —2 CONICTBEHA BpenHOCT Myiarummiurera 1 — Buzetu Hamomeny
1.1). Haxmne, Basku G € &1 u, takobe, jemuaroct Ps_,(—2) =0 Baxku 3a 6uno koje teme v € V(Gy).
C mpyre crpame, Baxu u Pg_,/(—2) # 0 3a 6uno xoje teme w € V(G'). Korrpamukunmja!

OBum je mora3 3aBpIIEH. [ |

Konauno, momasumo u no ciaenehe Teopeme.
Teopema 1.16 I'pag G' ne npunada xaacama By — Ba.

Iokasz. Axo Basku G' € B, onga Basku u G' = L(Py;1,0,...,0,1) 3a mexko m > 2. Tana, ykiamameM
TemeHa crenena 3 (wiu 4, yKOaUKO Bazku m = 2) u3 rpada G', nobujamo meros moarpad Kom Kor je
0 comcTBeHa BPpemHOCT MYJITUILIMIIMTETA HajMame 2, Te TBpheme cienu.

Axo Bau G’ € %,, TBpheme cnemu nupextno Oynyhu na je tama G perymapan rpag.

Axo Basu G’ € B3, ouna Baku u G' =L(U;1,0,...,0), roe je U yEummEInukn rpad Koju ce cacToju
oI HemapHOI IMkIyca u Bucelier myra (uuja my:xuHa MOke OUTU U HyJa) Ha Yuje je Kpajme TeMe
momaTa jeHa JaTuia. Y KOJIUKO je MyKUHA IOMEHYTOr MyTa HajMame 1, oHza y rpady G mocroju
TeMe KOje je MHOUAEHTHO mseMa Bucehum usumnama, omakie ciaemu tBpheme (camuno xkao u y mpsoj
curyanuju omosro). Y cymporHoM, Buceliu myT je pemyKOBaH Ha TeMe KOje IpUllaga HUKIYCy. Y
TOM CJIydYajy, YKIamameM TeMeHa cTeneHa 4 u3 rpada G nobujamo ctabio y KOM ce 6poj TeMeHa y
BEroBUM ABeMa napruiujama (crabiio je bunapruran rpad) pasiaukyje 3a 2 (jep je LuKIyC Henapas).
Aunn, Tana je 0 comcrBeHa BpemHoOCT mobujeHOr crabiua MyJITUILIAOUTETA HajMame 2 (BUIeTH, Ha
npumep, [9], ctp. 233).

Konmauno, ako Basu G' € %y, ouna Basku u G' = L(B), rne je B OUnUEINYEN Tpad KOJU CE CacTo-
ju On IBa HemapHa LMKIyCa U IyTa (4Yuja Oy:KUHA MOske OuTu u Hysna) u3MmeDy mux. Yroaumko je
IysKUHa MyTa pa3jdduTa O HyJe, OHIa JakKo yodaBamMo TeMme rpada G umjuM yKIamameM HacTa-
jy OBe KOMIIOHEHTE O KOjUX je jemHa IUKJIYC, OJakje cjienu TBphewme, Oynyhu ma cBaku IUKIYC
VMa HajMame jelHy NBOCTPYKY COICTBEHY BPEAHOCT. Y CYNPOTHOM, YKOJMKO je IIyT HAy:KUHE HYyJIa,
3armyuyjemMo na Baxku G —V € o, 3a ceako Teme V € V(G'). Ilakne, y crmany ca Jlemom 1.3(ii),
3a ceako teme V € V(G') Baxu jemmaxoct Pg_,(—2) = —4, Te nocmemuuno, 3a csako teme v € V(G)
Baku jemHarocT Pg_,(—2) = —4. Aunnm, oo ycnosmasa jemmaroct |Pg,—,(—2)Ps,(—2)| =4, koja Baxn
3a cBako TeMe v € V(G) u canuro y ciaydajy kana Gi u Gy 3amene mecra. lakie, Pg, (—2) u Pg,(—2)
MOTy ma uMajy Heke ox ciaexehux Bpemmoctu: +1,42 u +4. Ha ocmosy Jleme 1.3, rpad G| (uanm
G») Mopa npunagatu jenuoj ox caenehux kmaca « (i=1,...,4).

3a i=1 mnobujamo jemmarocr |Pg, (—2)| =k+1 rze je k pex rpada G; (Bumeru Jlemy 1.3(i)), a To
3Haun na Basku k < 3. Kourpanurmuja!

3a i=2 wm i =3, Bpennocr |Pg,—,(—2)| 3aBucu on m3bopa TeMeHa V (3ampaBo, O TOra Ia
JU TeMe V OAroBapa MBUIM KOPEHCKOr rpada Koja MpUNama IMUKIYCYy WM JATUNW WM HA j€THOM
Hu apyrom). To 3maum ma mocroje HajMame aBe pasnmuure Bpenuoct 3a |Pg,—,(—2)|. Ho, oo Huje
moryhe, 6ynyhu na jemmaxoct Py _,(—2) = —4 Basku mezasucHo o usbopa rtemena v € V(G'). Jenuun
M3y3eTak HacTaje y ciaydajy Kana je KopeHcku rpa¢ rpada G| JaTuia Win TUKIYC, HO TO YCJIOBJHABA
HOCTOjame BUIIECTPYKUX CONCTBEHUX Bpennoctu rpada G —v, 3a csako v € V(Gy). Tume je u osaj
IE0 MOKA3a 3aBPIIEH.

Hajsan, 3a i =4 rpa¢ G| npunanga knacu &, rae je k=7 nuu 8 (cayuaj k=6 ce jemHocTaBHO
pemasa kopumhemewm Jleme 1.3(iii)). Auu Tana, 3a mexo teme v € V(Gy), Basku G —v € &_1 (Bumern
Hanowmeny 1.1). Hame, y cayuajy k=7 tBpheme ommax caenu (ma ocuoBy Jleme 1.3(iii)); 3a k=38,
BaKU jemHAKOCT |Pg,—y(—2)| =2, a Tume n |P;,(—2)| =2. Aum nocnenma jeIHAKOCT MOMKE BAKUTL
camo 3a k=1 mmu k=7 (Jlema 1.3), mro je y KOHTPAQUKINAJU CA NPETXOLHO NPETIOCTABILEHIM.

OBuM je mokra3 KOMILIETUDAH. |

CI{yHJLaI—LeM OIpPpeTXOJHUX pe3yJjaTaTa AJ0Ja3MO OO0 TI'IaBHOT pe3yJjaTaTa Yy OBOM IIOTJIABJLY.
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Teopema 1.17 [osuromujasra pexorncmpyryuja je je0uncmeena y CAYAJY HENOBE3ARUT 2padosa wuju
npeu nodepadosu umajy cnexkmpe ozparuvere 000300 ca —2.

IlIrasume, umajyhu y suny ruaasau pesyiarar u3 [39], nobujamo u ciuenehe tepheme.

Teopema 1.18 Ilosuromujasra pexoncmpyryuja je jeduncmaena y cayajy ceux 2pagoea wuju npeu noo-
2padosu umajy cnexkmpe ozpanuvere 000300 ca —2.

1.4 Ilex ce cacToju on c-rpagoBa

14.1 O myarTunimunureTmMa coucTBeHUX BpenHoctu 0 1 —1 y cuekTpy Korpada

Ilokazano je ma je Hyja COICTBEHA BEPENHOCT MOBe3aHOr Korpada (pema n > 2) caMo ako OH
camp:KM AyNIMIUpaHa TeMeHa (Bumetu [34]). Y mcroM pany je MMIUIMIUTHO HAIOMEHYTO & je
—1 concrBeHa BpemHOCT KOrpada caMo akO OH caap:ku Komymiuiupana temena. Osme he ta nBa
rBphema OuTu o0jenumeHa W JOKA3aHA HA jeOHOCTABHUjU HAYMH. Y TOM OUJBY, KOPUCTUMO IPBY
(Tg) peupesenranujy rorpada (Bumeru Iloraasme 1.1).

Heka je G rorpad um HeKa je A Herosa MaTpuma CycencTBa. Pasmorpmmo (peasaH) BEKTOD
X = (x1,X2,...,%,)7, TakaB ma Basu AX = AX. JacHo, X je comcTBenu BexTop rpada G Koju omronapa
COIICTBEHO] BpemHocTu A, yroamko Bazxku X # 0. Heka je w ymyrpamme Teme koctabna Tg u HEeKa je
U,, cKyn Kpajimux TeMeHa Koja cy ciaendbenur remena w. Tana, moOpo mo3Hara je JHAKOCT KOja BayKU
3a CONCTBEHE BpeaHocTu > (Bumerw, Ha mpumep, [9], cTp. 25), y cayuajy Temena u € U, Moxe 6GuTn
UHTePIpeTHpaHa Ha cienehu HaAYWH:

Axg= Y x+ Y x. (1.1)

vel'(u)NU,, vel(u)\Uy

Pann jenmocrasaujer sammca, yBeAUMO O3HAKE: Suw = LyeT(w)nU, Xv ¥ Rw = Yoerw)\uv, v (yoummo na
BpenHocT R, He 3aBucu ox uszbopa remena u € U,). Ilpumerumo ma cy msa temena xorpada G
cycenna (OIHOCHO, HECYCEHA), YKOJIUKO je HUXOB HOCJIEABU 3ajeIHUYKA IPETXOIHUK Y KOCTabLy
Tg (wmu Tg) tina @ (omsocHO, @).

Yronuko je w NTT-reme, Tamga BaKy je THAKOCT

0, aKo je w teme tuna 4@,
Suw = X
Yver(u)nu,, v, 8KO je w TeMe Tuna Q.

Y cymporHOM, ykoiuko w Hmje NTT-Teme, mera cy wi,wz,...,W, AUPEKTHH CICA0CHUIN TEeMeHA W
y xocrabmny Tg. IlpermocraBumo, rakobe, ma Bamwm u € Uy, 3a HeKy ¢urcupany (1 jeIUHCTBEHY)
Bpenuoct k (1 <k <g). Tana Basku jemaaroct

Zver(u)muwk Xy, aKo je w TeMe Tuna @,

Su w = .
, Zver(u)ﬂka xv+):veUW\ka Xy, QKO je w TeMe Tuma K.

15engl. eigenvalue equation.
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YKONIMKO 03HAUMMO: Sy = Y,cp, Xy, HA OCHOBY NPETXOMIHOT, jeAHOCTaBHO mobuwjamo u ciaexehy jen-
HaKOCT

s Zvel"(u)ﬂka Xy, aKo je w Teme tuna @,
o *Zverk\r(u)varSw, akKo je w TeMe THHa .

Heka Bawku u € U,. Axro je w NTT—teme, onna jemsakocr (1.1) Moske OUTH MHTepIpeTUpaHA Ha
caenehu HAYUMH:

Ax, =R, ako je w Teme Tuma P, (1.2)

OOHOCHO,

Axy=—x,+S,+R,, ako je w TeMme THUIa X . (1.3)

Y cymporsoM, ako w Huje NTT-teme u axo Baxu u € Uy, , onga jemsaroct (1.1) mobuja crenehu
00nuK:

Axy= Y. x+R,, akojew reme ruma &, (1.4)
Ve (u) Uiy,
OJTHOCHO,
Axy=— Y x+Su+Ry, axo jew reme Tuna ®. (1.5)
vEka\l—(u)

Oszumaunmo ca Sp(G) cuekrap rpada G. Baxu cnemehia reopema.

Teopema 1.19 Hexa je G nosesar xozpad xoju uma najmamwe dsa memena. Tada saxnce caedeha maphewa:
(i) yroauxo xoepap G ne cadpacu dynauyupara memena, onda eaxncu 0 € Sp(G);

(ii) yroauxo xoepad G me cadpacu Kodynauyupara memena, onda saxncu —1 & Sp(G).

Iokas. Youumo majupe na je teme r (kopen rocrabuaa Tg) tuna ® (y cynporuom, rpad G 6u 6uo
HenoBesan). Haswe, y cayuajy (i), cako NTT-reme (kocrabna Tg) Koje je Tuna @ MMa TAYHO jeJHOT
MUPEKTHOT cienbenuka, jep korpa¢ G He canpsku mymaunupana temena. Cowmuno, y caydajy (ii),
cBako NTT-teMe koje je Tuna @ mMa TadvHO jeIHOT NUPEKTHOTr cilelDeHuKa, jep xkorpad G He canpxu
KOIYIJIUIMPAHA TEMEHA.

Ila 6u cmo nokasauu TBpDema, HOBOBHO je Ia HOKaskeMo na jemHakocT (1.1) Moske BaskuTuU 34
A =0 (mm 3a A = —1) jemuuo ykouwmko Baxku X > 0 wim x < 0. Hawmme, Tako 6ucmo momaum no
KOHTpAaIUKIUje, Oyaynu ma Tamga CONCTBEHU BEKTOP X He Ou OMO OPTOTOHAJAH HA COMCTBEHU BEKTOD
KOju omarosapa uHAEKCY rpada G (mO3HATO je ma Cy CBE KOMIIOHEHTE TOI BEKTODPA UCTOT 3HAKA —
Buneru [15], cTtp. 3).

O6a tBphema MOKA3yjeMO MHIYKINjOM:

o ITnoykyuona 6aza: Hera je w ¢purcupano NTT-reme (rocrabna Tg). Iorasyjemo ma cy cBe Bpen-
HOCTH Xy, Tae je u €U, (38 A =0 unu —1), ucror 3uara. JacHO, MOKEMO MPETIOCTABUTU 14 BaKU
|Uy| > 1.

[IpernocraBumo Hajupe na Basku A =0. Tazna je w Teme Tuna ® (rpad G He cap:y LyIINOADAHA
temena). Oryna, Ha ocHOBY jemmakoctu (1.3), 3a 6uno koje teme u € U, Baxku x, = S,, + R,,, onaxie
cnenu TBpheme.
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IIpernocraBumo cana na Baxu A = —1. Tana je w teme tuna @ (rpa¢ G He CanPKU KOLYILINA-
nupana Temena). Oryna, Ha ocHOBY jemmaroctu (1.2), 3a Gumio koje Teme u € U, Baxku x, = —R,,,
omakie cienu TBpheme.

o ITnoyxyuona zunomesa: Hera je cama w durcupano yHyTpamme teMme kocrabna T, amm Hrje NTT-
teme. Hera cy Temena wi,w,...,w,; IUPEKTHU CIeAOCHUAIM TeMeHa W. JacHO, MOKEMO IPETIOCTABUTH
na Baxku ¢ > 1. IIpernocrasumo name ma sasku caenehn yemos: 3a ceako k (1 <k <gq), Basku nim x, >0
nmm x, <0 (mpu uemy je u € ka). Moskemo pehu nma cy nuperTHU ciienbeHUnn TeMeHA W CKEeHUPAHMU,
ok TeMe w Tpeba na Oyne ckenupano. (Y crmamy ca tum, cBa NTT-TeMeHa cy CKeHUpaHa Y OKBUDPY
vHIyKIroHe Gase.)

o IInoyxuyuonu xopax: IlokasyjeMo na 3a CBe BPEIHOCTH Xy, rae je u € Uy, Bawku nnu x, > 0 nmm x, <O0.
Y Ty CBpXy, HPETHOCTABUMO CYIPOTHO U HEKa CY Uy U U, TeMeHa ckyma U, 3a KOja BaiKU, PEIrrMO
xy, >0 u x, <0. Tana, 3a Heke ¢urcupane spensoctu i # j (1 <i,j<g), Baxu us € Uy,;, OZHOCHO
u € ij.

Haname, pasnukyjeMo aBa ciydaja y 3aBUCHOCTHM O BPEIHOCTHU A.

Caywaj I: A =0. Aro je w Tteme tuma @, oaMax 3akpbydyjeMo ma Baxku R, = 0 (pasmarpamem
jemmakocru (1.4) y cayuajy k=i u, rakobe, k= j). Bynyhu na cy csa temena wy (1 <k <gq) Tuna ®,
Baskn Ry, =Ry, a oryna u R,,, =0. Pazmorpumo cana rpad Gy, . Taj rpad me caapxn mymimmupasa
TeMeHa (y cynporHoM 0u ux canp:xao u rpad G = G,). Heka je y; pecTpurnmja COnCTBEHOr BEKTOPA
X Ha ckymy U,, . Jacno, Bawu y; > 0 wmm y; <0 (upnyxuumonn kopak). 3a k=i (umm k = j), Bakn
Yk # 0, mTo HAC TOBOMM IO KOHTPAAMKIMje: mecHa cTpaHa jenHaxoctu (1.1) Huje jennaka Hynm (1eBOj
cTpaHmn) y ciydajy X =yi, G=G,,.

AKko je w TeMe Tuna ®, oaMax 3akbydyjemMo ma Baxu Sy, + R, =0 (pasmarpamenm jennaroctu (1.5)
y cayuajy k=i, u=uy, u, rakobe, k= j, u=u,). Ilpema tome, onmer ma ocHoBy jemmaroctu (1.5),
3a cBako Teme u € U, (1 <k<gq) Baxnu jemmaxoct Zverk\F(u) x,=0. 3a k=i, u=u, (ommocuo, k= j,

U=1u), IOJNA3UMO IO KOHTPAIUKINje Ha CINYAH HAYMH KAO U Y MPETXOIHO] CUTYAIU)U.

OsuuM je tBpheme (i) morazano.

Cayuaj 22 A =—1. Aro je w Teme Tuna @, oaMax 3akbydyjeMo na Baxku R, =0 (pasmarpamem
jemmarkoctu (1.4) y cayuajy k=i u, takobe, k = j). Oryna, omer ma ocuoBy jemmarkoctu (1.4),
3arpydyjeMo na, 3a csako Teme u € Uy, (1 <k <g), Bamnu jenmarxoct Loerpunu,, v =0 Amm, Tta ncra

jemHakocT He Bayku y caydajy k=i, u=u; (vuu k= j, u=u,). Koarpamurnuja!
Axo je w TeMe THna ®, oqMax 3akmbydyjeMo na Baxku Sy + R, =0 (pasmarpamem jenmarkoctu (1.5)
y cayuajy k=1i, u=us u, rakobe, k=j, u=u,). Oryna, oner Ha ocHOBy jemHaroctu (1.5), jennaroct
Y x=o0 (1.6)

vEU, \I'[u]

Baxu 3a cBako Teme u € Uy, (1 <k<gq). IlpernocraBumo Haname na Baxm k=i umu k= j. Tana,

HajIpe 3ak/bydyjeMo Ia Cy CBaka ABa TeMeHa u| u up u3 ckyna U, , 3a koja cy obe BPEeIHOCTH Xy,
U x,, jemHake Hymu, cycemHa (y CympoTHOM, He Baxku jemHakoct (1.6)). Pasmorpmmo canma (pammje
HOMEHYTa) TeMeHa U u ;. Ta nsa temena cy (mehycobmo) cycemna. Takobe, Ha 0CHOBY mpeTXOIHO
PEUeHOT, CBAKO OJ WUX je cycemno cBuM TemermMa u3 ckymna (U, UUy,, )\ {us,u;}. Ilomarro, mmajy
ucTe cycene u BaH ckyma U, mITO HAC JOBOAM MO 3aK/YUKa N8 CY Us U Uy KOLYTJIUIUPAHA TEMEHA
rpada G. Kourpaauknuja (mpernocrasibeno je nay cayuajy (ii) korpad G He Canp:KKU TAKBA TEMEHA).

OsBoum je morazano u tBpheme (ii), a TuMe u mesna Teopema. [ |

Hapenme nse seme cy OWpeKTHE mociemune nperxomue teopeme. Osmaummo ca U(A) mynTu-
JIUIATET CONCTBEHE BpeIHOCTU A y cuekTpy Korpada G. Haname, KOpUCTUMO MUHUMAJHO PEIPE3eH-
Tyjyhe rocrabdno Tg xorpada G.

JIema 1.12 Axo je G npoussonan xozpad, onda eaxncu nejednaxocm p(0)+u(—1) > 1.
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IHoxka3. Tepheme je TpuBujanano, yroauko xkorpad G camp:xm caMo jeqHo TteMme. Y KOIUKO korpad G
camp:K1 HAjMame IBa TeMeHa, oumna moctoju NTT-Teme kocrabiia fG KOje uMa HajMambe IBa MUPEKTHA
ciaenbenuka. Y 3aBUCHOCTU O Twma Tor TeMmeHa, Baxku miau W(0) > 1 mium u(—1) > 1, uume je sema
JOKa3aHA. ]

Jlema 1.13 Axo je G xozpad xoju ne cadpacu u30408aHAG MeMEHG, 0HOG 8aNCE JeOHAKOCTU
(i) /*L(O) = ZweVO (tw - 1)7'
(ii) “(*1) = Zwevl (tw - 1)7

20e je Vo (00nocno, Vi) cxyn yrnympawmnuz memena kocmabaa Tg, muna ® (00nocro, muna ® ) koja umajy
MayHo ty, OUPERMHUL cAeddEnUKa KOju CY KPajmha memena.

Joka3. Hajuope mokasyjeMo na cy IOBa TeMeHa, peurMo u 1 v, korpagda G mymauiupana (OXHOCHO,
KOLYILUIAIMPAHa), YKOJIMKO KMMAajy 3ajeJHUYKOr IAUPEKTHOI HPETXOIHUKA y KOCTabiry Ts. IIper-
NOCTABUMO CYIPOTHO W HEKa je W 3ajeIHUYKM NPEeTXONHWK (KOjU HUjeé IMPEKTaH) TeMeHa u 1 V.
Y ToMm cayuajy, mocToju TemMe w' TUIa Pa3zIUUMTOr OJ TUIA TeMeHa W, Koje mpunaia myTy w—u (uiu
OyTy W—V) CAIP:KaHOM y KOCTalIy fG. Hexa je ¢ Kpajme Teme Koje je caenbenur Temena w (Oymxyhu
na temMe W WMa HajMame jeTHOT IWPEKTHOT CIeNDEeHUuKa, TeMe ¢ mocroju). Aum, Ttama je teme c
CyCEeIHO TAYHO jeIHOM O TEeMEHA i W V, T€ U U V He MOr'y OWTU HUM OYIUINIMPAHA HU KOLYIJIAIUDAHA
TeMeHa (jep HeMajy MCTe cycele), IITO je y KOHTPAAUKUUJU Ca IPETXOMHO HPEeTIOCTABILEHIIM.

Nmajyhu y Bumy ynpaBo mOKazaHu mosoxkaj MehycoOHo mynmunupasux (M KOLyIIUNUADAHUX )
TeMeHa yHyTap rocrabisna Tg u Hamomeny 1.2, 3akmpydyjeMo ma Baske 00€e jeTHAKOCT U3 JieMe.

OBuM je moras 3aBpIIeH. [ ]

14.2 JemmHCTBEHOCT MOJIMHOMUjaJIHE PEKOHCTPYKIIAje

Y OBOM TOTIIOTJIABJ/LY MOKA3yjeMO jeAMHCTBEHOCT MOJUHOMU]AJHE PEKOHCTPYKIHUjE y CIyYajy
rpa¢oBa Yuju Cy CBU IPBU NoArpadoBu O-TpadoBH.

Heka je G rpa¢ umju je cBaku npsBu noarpad o-rpad u Heka je G' jemam Takas moarpad, TO
ject meka Bawu G' =G —v, rae je v € V(G). Ilpumerumo majupe na rpad G (3a 6uno koje Teme
v € V(G)) me canpxu myTt P,, upm yeMy Basku n >4, Ka0 MHAYKOBAHU MOATpad; y CYNPOTHOM Ou
Basknio A, (G') > 0. IlomaTHO, MOKEMO TPEeTHOCTAaBUTHU Ma rpad G mMa HajMame jelaHaecT TeMeHa.
Ilox mperxomauM mpermocTaBKaMa, 3akmbydyjeMo na je G moBe3an rpad. Hawmme, yroauro 6um rpad
G Ouo HemoBe3aH, Tana je, HA OCHOBY Teopeme 1.2, moJIMHOMUjaJHA PEKOHCTPYKUUja j€AUMHCTBEHA,
u3y3es (MOxkIA) YKOIUKO rpad G caap:Ku TAYHO ABE KOMIIOHEHTE UCTOI pela. AJM, y TOM CIyd4ajy,
jenIHOCTaBHO 3aKJbYUyjeMO 1a He MOye CBaku npBu noarpa¢ rpada G dutu c-rpad.

Hajuope morasyjemo cienehy teopewmy.

Teopema 1.20 [Io0 npemzodnum npemnocmaskama, ykoauko je nym Py unoyrxosarnu nodepad zpada G' =
G —v, 3a nexo meme v zpada G, onda je NOAUROMUIAAHG PEKORCMPYKULIE jeOUNCTNEENA.

Ilokas. Younmo ma G' mMopa 6utu 6'-rpad (ma ocroBy Teopeme o mpemmmuramy; HauMe G je APYTa
concreena BpemHocT myTa Py). Buio koje Teme rpada G' (koje He mpumana myTy Pj), permuMmo u,
MOke Outu jemmor on ciuemeha uverupu tuma:
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(1) mecycenuo remenuma myta Py,

(2) cycemmo (camo) ca mBa Kpajma TeMeHa myTa Py,

(3) cycemmo (camo) ca mBa yHyTpamma TeMeHa myTa Py u
(4) cycemmo cBuMm TemeHuMa myTta Py.

(Y cBakoj npyroj curyanuju, Baxu Ap(G') > 0 — suneru [19], Hocnemuna 2.3.) VcTo Basku u 3a Teme
v (AMPEKTHO Cieay M3 MPEenxOIHO PEUYEHOT, Kana y HeMy TEMEHa U 1 v 3aMeHe yiore). [Ipema Tome,
cBako TteMme rpada G, Koje He Ipunaga pa3MaTpaHoM IyTy Py, je jemgHor on MOMeHyTa YeTUPU THUIa
(roju cy onpebenu y ommocy ma uctu nyrt). Oryma caemu na u cuexrap rpada G canpsku O xao (He
0b6aBe3HO Apyry) COnCTBeHy Bpemuoct. la Gu ¢MO ce y TO yBepuiu, OJpe MO COICTBEHU BEKTOP (3a
COILICTBEHY BPEAHOCT O) Ha cienehiu HauuH: Heka cy 1, 0, —C u —1 KOMIIOHEHTE COICTBEHOI BEKTOPA
KOje omroeapajy Temenuma myTta Py (y IPUPOTHOM penocieny) W HEKa Cy CBe OCTajle KOMIIOHEHTE
jemnake Hyau. JIUPEKTHUM PAaUyHOM C€ YBEpPaBaMO Ia TaKaB BEKTOD U O jeCy COICTBEHU BEKTOP U
(memy omrosapajyha) comncrsena Bpemuoct rpada G. Byayhu na cMo ompemunu jeHy COICTBEHY
BpeaHocT rpada G, MOIMHOMUjaJHA PEKOHCTPYKIUja je jemuucrBena (Bumeru [lormasme 1.1).

OBuM je Teopema qOoKa3aHA. [ ]

IIpe mero mro pasMoTpuMO cuTyanujy y Kojoj HujenaH rpa¢ m3 neka rpada G He cagpku IyT Py
Kao MHAYKOBaHWU moarpad, mokazyjeMo cienehe nse meme.

Jlema 1.14 Hexa je H xoepaf sa xoju saomcu Ay(H) < 6 u mexa je r Kopen munumasroe kocmabaa Ty .
Yroauko je meme r muna @ (0dnocho, @), onda ce cearo kpajwe meme xocmabaa Ty nanazu wa pacmo-
jamy najeuwe cedam (00HoCHO, ocam) 00 Kopena r.

Ioxka3. IlpermocraBumo Hajupe na je KopeH r Tteme Tuna ®. Cala TIPeTmoCTaBUMO CYIPOTHO TBP-
bewy meme, TO jecT ma mocToju Kpajme Teme KocTabia Ty KOje ce HaJIa3! Ha pacTojalmy HajMame
ocaM OI KOpeHa r. Y TOoM ciaydajy, koctabiao ca Ciaumke 3 je MHAYKOBAHO mOACTabJIO KOCTAbIIa Ty.
Mebyrtum, TakBo crabno mHAyKyje KOrpad Umja je Apyra COICTBEHA BpenHOCT crporo Beha oxm o.
I[Ipema Teopemu o mpemnuramy, UcTO Basku 1 3a korpad H. Konrpanurmuja!

IIpeTnocTaBuMO cana ma je KOpeH r TeMe Tuna ¢. Tana cy IUPEKTHU ciie I0CHUIN KOPEHa TEMEHA
tuna ® (uiau kpajma TeMmena). Dyayhu na pacrojame uameDy TuX TeMeHA M HUXOBUX KPAjHUX
caenbennka Huje Beha on cemaMm, CjlIeou na HU pacTojame m3MeDy KOpeHa U Kpajlbux TEeMEHa HUje
Behe ox ocam.

Jlema je mokasana. | |
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Cauxa 3. Kocra6mno u3 Jleme 1.14.

Jlema 1.15 Hexa je H xoezpad xoju cadpocu najmame decem mMemeHa U 36 KOJu 8axHCU HejedHaAKoCm
M(H)<o. Tada saxncu u n(0)+pu(—1) > 2.

Iorka3z. Ha ocHOBY mperxonHe jJeMe, CBaKO Kpajime Teme Kocrtabiia Ty ce mamasu Ha pacrojamy
HajBUIIe ocaM ol KopeHa kocrtabma. Bynyhum ma korpad H caapskm HajMame IeceT TeMeHa, 3a-
KBYUyjeMO Ja HajMame jeIHO YHyTpAIlibhe TeMe KocTabia Ty nva TpU AUPEKTHA CIeNOEHUKA KOju
Cy Kpajihba TeMeHa WU HajMamhe OBA YHYTPAIllha TEMEHA MMAjy IO ABA IUPEKTHA CJIeNOCHWKA KOju
Cy Kpajiha TeMeHa, Omakje ciienu TBpDheme. |

Hamomena 1.5 Y ckaany ca ¢opMmyrnanujamMa IpearXoqHUX IBE]y JeMa, NUHTEPECAHTHO je ucrahu na
(3a cazma) HUje HO3HATO Ja JI IOCTOjU Korpad umja je qpyra COICTBEHA BPEIHOCT jeIHAKA O.

Cana cmo y moryhuocTu nma mokaskemo ciaenehy reopewmy.

Teopema 1.21 Hexa 2pad G uma najmawe jedanaecm memena. Yrxoauko nujedar epad us dexa zpaga G
ne cadpacu nym Py xao undykosanu nodepad, onoa je nosUHOMUJAARG PEKONCMPYKYUIQ jeduHCMBENA.

Iokasz. Hajupe, rpadp G, tarobe, me canpsu nyTt P4 Ka0o MHIYKOBAHW NOArpad; y CYOPOTHOM,
VRJIamameM TeMeHa Koje He npunaja nyTty Py, mobujamo npsu noarpad rpada G KOju Caap:Ku IyT
Py kao negyroBanu noarpad, mro Huje moryhe. Ilakue, u rpad G je korpad. Bynyhu na cBaku npsu
moarpad korpada G mMa HajMame meceT TeMeHa, Ha ocHOBY Jleme 1.15, 3a cBaku mpBum moarpad
Baskn HejemHaroct ((0)+pu(—1) > 2.

Cama pa3iuKyjeMo ABa ciydaja:

Cayuaj I: y caydajy HajMame jemHor mpsor moarpada rorpada G, saskm W(0) >2 (umm u(—1) >2).
Tana, npema Teopemu o mpemnuramy, cuekrap xorpada G caapskum conctseny spennoct 0 (uiwm
—1), Te caenu ma je moIMHOMUjaJIHA PEKOHCTPYKIMja jeUHCTBEHA, Oyayliu ma ¢cMO oapenuiu jeauy
comcTBeHy BpenHoctT korpada G.

Cayuaj 2: 3a cBe upse noarpadose rpada G Baku U(0) = u(—1)=1. Tana cumekrap rorpada G
canp:xu obe concrBene Bpenuoctu 0 m —1. Hawmme, ma ocrmoBy Jleme 1.15, y cayuajy xorpada G
Baskn HejemuakocT W(0)+u(—1) > 2. Yronuko 3a xorpad G saxu 1(0) >2 (omuocuo, u(—1) >2), rana
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(moncehiamo, rpad G je nmosesan), Ha ocuoBy Teopeme 1.19, rpad G canpsku HajMame ABa Iapa WU
HAjMame jeHy TPOJKY NyIIMIUPAHUX (OAHOCHO, KOMYIIMOUPAHWX) TeMeHa. Ho, Tama yRIamameM
TeMeHa KOje je Pa3JIMYUTO OX IOMEHYTHUX NOOMjaMO MCTY CUTYalujy y HeroBOM IPBOM Ioarpady,
wro Huje moryhe. lakie, y oBOM ciaydajy, cMO oapeaunu (Jak) JBE CONCTBEHE BPEIHOCTHU Korpada
G, Te je IOMIMHOMUjaJTHA PEKOHCTPYKIN]a jeIVHCTBEHA.

OBuM je mora3s 3aBpIIeH. |
CrymbameM TPEeTXOMHUX Pe3yTara A0Ja3uMO OO0 TJIABHOT PE3yJTaTa ¥ OBOM IIOTHOTJIABILY.

Teopema 1.22 [oaunomujasra pexoncmpyxyuja je jeduncmeena y cayuajy epadosa wuju cy ceu npeu
nodzpagosu C—zpadosu.

Iloka3. Yxoamko Heku rpa¢ m3 mexa pa3MaTpaHor rpada cagp:xiu nyT Py Kao MHAYyKOBaHM moarpad,
MOJUHOMUjAJTHA PEKOHCTPYKIUja je jemuHcTBeHa Ha ocHOBY Teopeme 1.20. Y cympoTHOM, MOJIU-
HOMUjaJHA PEKOHCTPYKIMja je jeAWHCTBEHA Ha OCHOBY Teopeme 1.21. |






I'imaBa 2

I'padoBu umja je mpyra concTBeHAa BPeTHOCT

jemHaka 1 — TexHUKa 3Be31a KOMILJIEMeHAaTa

Ternuxa 3ee30a Komniemenama' je amapaT cHekTpadHe Teopuje rpadoBa KOjUM Ce, HAjOIIITHje
roBopehu, rpagoByn peKOHCTPYUIIYy HA OCHOBY HUXOBUX MHIYKOBAHUX HOAIDadOBa 3BAHUX 3BE31a
KOMIJIEMEHT! W yHAIpea OPENU3UPAHUX CIOEKTPAJHUX ocobuHa. Y 0BOj raaBu onpebhyjemo ona
crabna, kKoMIIeTHE TpadoOBe U YHUIUKINYKE rpadoBe KOju MOry OUTH 3Be34a KOMIIEMEHTHU 3a 1 Kao
APYTY COICTBEHY BpeAHOCT rpada. 3atum oapehyjeMo mrxoBa MAKCUMAIHA TPOIIUPEH A, TEOPU)CKA
u KopurmhemeM padyHapa.

2.1 IlocraBka mpoOJieMa M MO3HATU PE3YJITATH

3Be3nma KOMIJIEMEeHTH. AKO je U COICTBEHa BpemHocT rpada G MynatumaunureTra k, oHOa je
seesada ckyn (roju Hemo o3HauUaBaTU ca *—Cckyn) 3a CONCTBeHy BpenHocT U rpada G ckyn X on k
TeMeHa rpada G TakBux na U Huje comncTtBeHa BpenHocT rpada G—X. I'pap H = G— X HazuBamo
36e30a Komnaemenm (1 O3HAYABAMO Ca& *—KOMNAEMENM) 38 CONCTBEHY BpemHoct U rpada G (y [22]
je xopumhen repmun U-6asnu nodepad rpada G). (¥—CKYyI M *—KOMIIEMEHT IIOCTOje 3a OUIIO KOjy
COIICTBEHY BPENHOCT OUKO KOr rpada u He MOpajy Ouru jemuHcTBeHU.) H—-cycemcrsa TeMeHa U3
ckyna X Cy HEIpas3Ha U pa3iInduTa YKOJIuKo Basku U & {—1,0} (Bumeru [15], 'masa 7). Ako o3maunmo
t=|V(H)|, onna samu |X| < (5) (Bumern [17], Cras 5.1.10), mTo je u Haj6oma Moryha npomena. Y
ClIydJajy IIOBE3aHUX peryJapHuX rpa¢goBa IpeTXonHa TI'PDAHUIA Ce MOKE yMamUT! 3a 1 — BUIETH
[2], Teopema 3.1 nmu [17] cTp. 119 (obparntu naxmy u ma Hanomene 2.5 m 2.8, Koje ciene y
IMornasmuma 2.2 u 2.3).

Moske ce mora3aTu ma yKOJIUKO je Y mpaBu moAckyn ckyma X, ouna je X —Y %—CKyI 3a COICTBEHY
BpenHocT U rpada G—Y, a TuMme je m rpad H * KOMIUIEMEHT 3a COICTBEHY BPEITHOCT U rpada

Yengl. the star complement technique.
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G-Y. Axo rpa¢d G uma s—rommieMmenT H 3a concTBeHy BpeqHOCT UL 1 ako G HUje IPABU UHIYKOBAHU
noarpad HeKor Apyror rpada KOoju UMa MCTH *—KOMIIJIEMEHT H 3a UCTY COICTBEHY BPEIHOCT U, OHIA
3a G KaKEMO [ je MAKCUMAAGH 2pad KOJU MMa *—KOMILIEMEHT H 3a COLCTBEHY BPEAHOCT U (uiu na je
rpa¢ G jenan H-makcumanar epad 3a conCTBeHy Bpenuoct [). ITocToju KOHAYHO MHOTO MAKCHAMAJIHUX
rpagoBa KOju MMajy YHAIpeHD 3aaTH *—KOMIIJIEMEHT 3a COICTBEHY BPEIHOCT [l IOX YCJIOBOM Ia je
ncnymweno U ¢ {—1,0}. Y ommrem ciyuajy, mOCTOje PA3IMUNTH MaKCUMAIHU rpadosu (3a yHAIpPesn
3amare H m 1), Koju Cy Hajuemlie W pa3IWUUTOr pena, alu y HeKuM (moceGHO MHTepecaHTHUM )
cuTyamnujaMa MakcuMaJsaH rpad je jenmHcTBeH. TakaB MakcuMaJjaH rpad je jeoQuHCTBEHO onpeben
*—KOMILJIEMEHTOM ¥ COICTBEHOM BpenHomny .

Cana HABOAMMO Heke MO3HATe pesyirare Koju he 6uru kopumhenn y oHOMe mTO ciean (KOHCYJI-
rosatu [14], [15] u [17]).

Hapennu pesynrar je mosuar kao Teopema o pexoHcmpyruuju’ (Bumeru, na npumep [15], Teopeme
7.4.1m7.4.4).

Teopema 2.1 Hexa je G npouszsonan epad wuja je mampuya cycedcmaa

Ay BT
B C )’

20e je Ax mampuya cycedcmaa nodepaga zpada G undyxosaroe ckynom memena X. Tada je X s—cxyn 3a
concmeeny apednocm W epada G axo u camo axo [ nuje concmeena epednocm zpafa C u YKoAUKO 8axnCU
ul —Ax =BT (ul-C)~'B.

W3 mperxomne Teopeme, 3akbydyjeMo ma YKOJIUKO cy 3amatu W,C m B, omma je marpuna Ay
jemuacTBeno oapebena. pyrum peumma, yKOJIUKO je 3aaTa COINCTBEHA BPEOHOCT U, *—KOMIIJIEMEHT
H 3a u u H-cycencrBa temena u3 ckyna X, ouna je rpad G jemurcrBeHO onpeben. Y cBeTiy OBUX
YMELEHNUIA, IPUPOTHO Ce MOCTaBJ/ba MUTaKE, N0 Koje Mepe je rpad G onpeher caMo *—KOMIIEMEHTOM
H u comcrBenoMm Bpemmomhy pu? WMwmajyhu y Bumy mperxomHa pasMaTparma, HOBOJLHO je y3eTu y
063up camo rpadose G Koju cy H-MakCuUMasHU 3a CONCTBeHy BpexHocT U (jep je CBaKO ApPYyTo
OpOmUpPEme *—KOMIIEeMeHTa H 3a MCTy CONCTBEHY BPETHOCT jeNaH MHAYKOBaHU moarpad mexor (He
06aBe3HO jeMHCTBEHOr ) MAKCUMAJIHOT IPONIMPEHA, TO jecT H—MakcuMaaHor rpada).

Canma hemo yBectu ompebeny morammjy m tepmuuosnorujy (y crkaany ca [3]). Heka je mar
npousBosman rpad H, Hera je U monckyn ckyna V(H) u Heka je u TeMe KOje He IpUNana CKYILy
V(H). Osmaunmo ca H(U) rpad koju ce nobuja ox rpada H cnajameM TeMeHa U ca CBUM TEMEHIMA
u3 ckyma U. Kamemo nma cy u, U, u H(U) pemoM gamano meme, 8anaH CKYN U 8aHAHO NPOWUPERHE
KOjU OArOBapajy COICTBEHOj BPEAHOCTU U U *—KOMIUIEMEHTY H, YKOJUKO je [ CONCTBEHa BPEAHOCT
rpada H(U), anu uuje concrsena spenuoct rpada H. Ha ocuoBy Teopeme 0 pEeKOHCTPYKUMjU, TEME
u 1 nonckyn U cy BaJbaHM aKO U CaMO aKO BayKU j€ITHAKOCT bg(ul—C)_lbu = U, roe je b, xapaxrep-
nctruan BeKTOp TeMmeHa u (y omuocy mHa V(H)), nok je C marpuna cycencrsa rpada H.

IIpermocrasumo cama ma cy U; u U, (He o6GaBe3HO BajbaHM) CKYNOBUM KOJU OIrOBAPAjy pPenoM
remenuma u; u up. Hera cy H(U;,U;0) u H(U;,Us; 1) rpadgoBu Koju ce mobujajy nomaBameM TEMeHa
uy u up Ha rpa¢ H u TO TakKO ma Cy Ta OBa TEeMeHA HeCyCeAHa y MPBOM, a CyCemHa y IPYroM rpady.
Kaxkemo ma cy u; u up dobpu napmuepu n na cy Uy u U Komnamubuanu ckynosu, YKOIUKO je U
COLCTBEHA BpeHOCT Mynartumuuurera 2 wiam y rpady H(Up,Us;0) wmu y rpady H(Up,Uz;l). (Ha
oBoM MecTy je Bakno ucrahu cnemehy ummenwiyy: yrosuko Baxm U € {—1,0}, Guno koju Baman
CKyIl je Hempas3aH, a CBaka ABa KOMIATUOWIHA BajbaHa CKyla cy pasaumuura — sugetu [15], Cras
7.6.2.) Y cruaany ca TeopeMOoM O PEKOHCTPYKIUjU, IBA TEMEHA U] U Up Cy BajbaHu mapTHepu (TO jecr,
wuMa oarosapajyhu ckynosu U u U; ¢y KOMOATUOUIHK) AKO U CAMO AKO BAKU bgl (ulfC)_le2 €
{-1,0}, rme cy b,, u b,, panuje yBenene osmare. Jlomarao, ciaemu (omer, Ha OCHOBY Teopeme o
PEKOHCTPYKIMjU) ma OWio Koju CKym TeMeHa X y KOM Cy CBa TeMeHa BajbaHa, W WHAWBUAILYATHO U

2engl. the Reconstruction Theorem.
3 engl. good vertex, good set and good extension.
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pa3MaTrpaHa y CBUM MOTyNuM mapoBUMa, WHAYVKYjEe jeTHO eamano nmpowupewe, penuMo G, yHyTap
Kora CKyn X MOke OUTM MHTEPIPEeTUPAH Ka0 *—CKYIl 3a COICTBEHY BPENHOCT [l ca oaromapajyhmnM
*—KOMILJIEMEHTOM H.

IIperxonna pasMarpama, oMOryhaBajy HaM Oa IPEICTAaBMMO TEXHUKY KOjy HA3UBAMO METHUKA
x—Komnaemenama. Y TOM KOHTEKCTY, HaMa e OWTW MHTEPECAHTHU OHU I'DAPOBU KOjU MMAa]y HEKY
yHAIpPena 3aJaTy COICTBeHy BpenHocT (Hajuemlie Benmror mysarumiumurera). Ako je G rpad umja
COIICTBEHA BPEIHOCT [ uMa MyaruiaunureT k > 1, onga je G jenno Bamano (k—TEMEHCKO) IPOIIUPEH e
HEKOT CBOT *—KoMILIeMeHnTa, peunmo H (y mamum pazmarpamuMa, G hie 6utu uckisyyuso H—-Makcuma-
JaH rpag 3a CONCTBEHY BPEIHOCT U).

IIpakTruno, oapebuBame MakcuMasHUX I'padoBa 3a 3a4aTH *—KOMIJIEMEHT U HEKY COICTBEHY
BPEIHOCT TEXHUKOM *—KOMILJIEMEHATa ce cacToju y cienehem:

(1) Hajupe onpebyjemo cBe moryhe BasbaHne CKyIOBe 3a 3aaTH *—KOMIJIEMEHT U COIICTBEHY BpE.-
HocT U (# —1,0);

(2) 3arum, y mumy ompebuBama H—MaruMannux rpadosa 3a comcreeHy spemsoct U (# —1,0),
(opMHUPAMO TaKO3BAHU 2paf npowupenwa* unja cy TeMeHa BaJraHA TEMEHA 34 COICTBEHY Bpe-
HOCT U M * KOMILIEMEeHT H, a y KOM Cy [Ba TeMeHa CyceIHa aKO U CaMO aKO Cy OHa BaJba-
HU TapTHEPU. JEeIHOCTABHO 3aK/bYUyjeMO na je, Ha OBaj HauuwH, onpehrBame MaKCUMAJIHUX
npomupemna PeayKoBaHO Ha onpebuBame MakCUMAaNHUX KIAMKA U Ipady npomupemna (BUIeTH,

pemmmo, [17], cTp. 121).

(3) Hapasuo, meby ompebennm H—makcumaaauM rpagdoBuMa MOke OUTH M30MOP(HUX, TE€ HAIO-
CJIETKY, IPOBEPaBAMO M30MODP(HOCT U 3aAp:KaBaMO CaMO HEM30MOD(HE MaKCHMaJiHe I'padoBe.

Hanomenumo na cy cBu mMakcmuMmanHu m3ysetu rpagosu m3 Teopeme 1.6, a TmMe u cBu rpa¢oBuU
3a KOje BaERU Ay > —2, onpebenn TexHukoMm s*—koMnieMenara (Bumeru [17]).

I'padoBu uuja je mpyra comcrBeHa BpemHOCT jemHaka 1. Y HapenHa ABa IOTJIaBJba, TEXHUKOM
*x—KoMILIMeHaTa oapebyjemo rpadose xKoju 3amososmasajy A =1 m To 3a Heke, yHampen onpebene,
*—KoMIIeMeHTe. Hamomumemo na je npoGiuem oxpebusama rpadosa ca ocobunom Ay =1 (a tume
u mwupe, Ay < 1) jom yser orBopen. IllTaBumie, MOCTOjU HE BEJIUKMA OPOj pe3yaTaTa HA TOM IIOJLY:
onpebenu cy cBu GunapTurHU rpadoBU, KA0 U CBU (Fe€HEPAJIUCAHN) JMHUjCKU IPaOBU 3a KOje Basku
A <1 (Bumeru [31] — rame cy naru cBu peseBanTHU pesyiararu u pedepenne). Taxkobe, mocroje u Hexu
pe3yJsiTaru KoL KOjuX Ccy rpadoBU KOjU 3aI0BOJBABAjy Ty OCOOWHY oapeDumBaHM KAO KOMILJIEMEHTH
rpadoBa KOju 3a10BOBABAJY Amin > —2 (Bumetnm [17], crp. 165). Hanocnerky, nBa HOBUja pesyiaraTa
HAa Ty TeMy Mory ce nponahwm y [50], rae cy onpebenn cBu yaunmkauuku u y [24], rae cy onpebenn
cBU OuUIUEIMYEM rpadoBy 3a Koje Bazku Ay < 1. Hamomumemo ma, mo cama, TEXHUKA *—KOMILJIEMEHATA
HUje mUpeKTHO kopumliena y oxpebusamy rpadosa 3a koje Basku Ay < 1.

2.2 Crabsna m KOMOJIETHU I'PadoBU KAO 3Be3a KOMIIJIEMEHTU

2.2.1 Moryhu 3Be31a KOMIIJIEMEHTU

4engl. extendability graph.
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IIpumeTumo na, Ha ocHoBy Teopeme o IpemIUTamy, *—KOMIIeMeHT H 3a CONCTBEHY BPEIHOCT
A2 =1 mMopa 3amoBomasaru HejemuakocT Ay(H) < 1. Y mapenme nse neme mate cy jom Heke (ommre)
0COOUHE TAKBUX *—KOMILIEMEHTA.

Jlema 2.1 Hexka je H nosesan x—komnaemenm sa concmeeny epedrocm Ay = 1. Tada saxncu nejednarxocm
diam(H) < 3.

Joxa3s. IIpernoctBuMo cympoTHO, TO ject na Baskm diam(H) =d > 4. Tanma rpa¢ H canp:xm myt P
nyskube d Kao maykosBau moarpad. Bymyhw na Basku d > 4, mopa Basutu u A,(P) > 1. Crora,
npema Teopemu o npensuramy, Basku u Ap(H) > 1. C mpyre crpane, yKoauko je H *—KOMIIEMEHT

3a coucTBeHy BpenHocT A, = 1, onna mopa Bakutu Ay(H) < 1. Kourpamukuuja, e tBpheme cienu.
[ |

Jlema 2.2 Hexa je H 2paf xoju cadpacu bapem jedny usuuy makas oa eancu A(H) <1 u nexa cy u,U u
H(U) onaxeu xaxeu cy defunucanu y Hozaasny 2.1. Axo cy U v H(U) sanmanu y 00HOCY Ha concmeeny
epednocm 1, onda saxncu

b (I-C)"'b=1, 2.1

20e je b xapaxmepucmuuny eexmop memena u, dox je C mampuya cycedcmea epaga H. Jodammro, saxncu
u jeonaroem A (H(U)) = 1.

JHoxa3z. Hajupe, jequaroct (2.1) ciaenu muperrno u3 Teopeme o peroncrpykuuju. [lomro cy ckymn
U un rpad H(U) Bamanu y OIQHOCY Ha CONCTBEHY BPERHOCT 1, 3armydyjemo ma cuexrap rpada H(U)
canp:xku conctBeny Bpenuoct 1. Bynyhw ma rpa¢ H cagp:xu 6apeM jenHy WBUILY, HETOB WHIEKC
je Behn minm jemmak 1. Crora, Ha ocHoBy uumenune na Baku Ay(H) < 1 u ma ocmoBy Teopeme o
OPEIIUTARY, 3aKbydyjeMo na Mopa Bakutu Ap(H(U)) =1, yuMe je noka3 3aBpIueH. |

Y HapemHuM nBeMa Teopemama oxpebhyjemo cBa cTabiia KOja MOI'Yy OUTH *—KOMILJIEMEHTU 3a COII-
crBeny Bpemuoct Ay = 1. Ca S, o3nauaBaMo 3ge3dy pena n (TO jecT, KOMILUIETAH OUIAPTUTAH I'pad
Kin—1). Lenmap 3Be3ne je TeMe Koje je CyceHO CBUM OCTaIuM TeMeHnMa. Jlae, ca Sy, O3HAYABAMO,
TAKO3BaHy, 0yn.ay 36e301° (To ject, rpad koju ce mobuja cnajamem meHTapa 3Be3ma S, u S,). Ako
je HajMame jemHa O BPEIOHOCTU M,n jemHaka 1, OHIa ce IyIuia 3Be3na S,, PeAykyje Ha (oOmumHy)
3Be3ny. [laksie, MOKeMO IPETIOCTABUTHU Ia 3a LyILTY 3Be3ny Baxku m,n > 2. Ilpema Jlemm 2.1, yko-
JIWKO je HeKO cTabiio *—3Be31a KOMILUIEMEHT 34 COICTBEHY BPETHOCT Ay = |, omma OHO MOske OuTh
caMo 3Be3[a WM AYILIa 3BE31a.

Teopema 2.2 Sg, Si0 u S11 cy jedune 3gesde koje Mo2y OUMU *—KOMNAEMEHMU 36 CONCMEERY 8DEIHOCT

Ay=1.

Iloka3. JemmocraBHO mpoBepaBaMo Oa 3Be3ne S| u S HE MOT'Y OUTH % KOMIIJIEMEHTU 33 COICTBEHY
BpPEeOHOCT Ay = 1, Te HamaJbe MPETHOCTaBBAMO Ha Baxku 7> 3. Ako je C MaTpuna CyCencTBa 3BE3Ie
S» (v ®KOjoj mpBa BpCTa M HPBa KOJOHA OArOBAPAjy WEHTPY 3BE3I€e) OHAA BaKU

-1 -1 —1
1 -1 n-3 .. -1

-1 -1 .. n—3

IIpeTnocTaBuMO Hajupe Oa je TeMe i CyCcemHO Ca MEeHTPOM U ca k— 1 ocTtanux TeMeHa 3Be3ne S, U HEeKa
je b KapakTepucTUUHU BEKTOp TeMeHa u. Ilakie, Tauno k KOMIOHeHTH BeKTopa b cy jemunuue (mpsa
KOMIIOHEHTA je jelHa O ’hUX ). ¥ KOJIUKO Baxku k=1, onna je rpad koju ce nobuja momaBameM TEMeHa

Sengl. double star.
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u rakohe 3Be3na, a Apyra COICTBEHA BPENHOCT HUjelHE 3Be3Je Huje jenHaka 1 (comcTBeHe BpeHOCTH
3Besne S, Cy \/n,+/n u Hyna ca MyntumaunureToMm n—2). 3a k > 2, kopumhemem jennakoctu (2.1),
no0ujamMo jemTHaKOCT

K +2—n)k+2n—4=0. (2.2)

C 063upom gma je k meo Opoj, OUCKPUMHUHAHTA TOPH-€ KBAAPATHE jeqHAYMHE MOpPA OUTH MOTIYH
KBaapaT, a (n—6)% — 16 je moTmyH KBaApaT caMo yKOJIMKO Baxu n = 10 uiu n = 11 (momarHo, y obe
curyamuje mobujamo ma je k mosutusHO). Ha 0Baj HAYMH CMO YIpAaBO ONPEIMJIU OBE 3BE3XE, S|o U
S11, KOje MOry OUTH *—KOMILJIEMEHTHU 3a COICTBEHY BpemHocT Ay = 1.

IIpernocraBuUMO cana na je TeMe u CycemHO ca TadvHoO k TeMeHa 3Be3ne S, O KOjuX HUjeIHO HUje
weH neHTap. Jlakige, TauHO k KOMIOHEHTU KAPAKTEPUCTUYHOL BEKTOPaA TeMeHa u cy jeaunune (y
OBOM CJIy4ajy, IPBa KOMIIOHEHTa HUje jenHa onx mux). [lonoBo, u3 jemmaxocru (2.1) caenu

K+ (2-n)k+n—-2=0. (2.3)

JlucKpUMUHAHTA TOPH-e KBaapaTHe jeanaunne, (n—4)2 —4, je IOTIYH KBAJApPAT CAMO YKOJHUKO BasKu
n=6 (momatHo, 3a TAakBO n je u k mosutusHO). Ilakie, y O0BOM ciyuajy, 3Be3na Sg HPeACTaBLA
jeoVHO pemene.

TeopeMma je mokraszana. |

Y mapemnHoj Teopemu ompebhyjemMo cBe mymiie 3Be3ne KOje MOTy OUTH *—KOMIIIEMEHTH 3a COICTBEHY
BpenHOCT Ay = 1.

Teopema 2.3 ynaa 368e30a Sy, (m,n>2) mooce bUMU *—KOMNAEMEHMU 36 concmaeny apednocm Ay =1
aKo U camo aKo je najmame jedar 00 bpojesa m,n jeoHax 2.

Hoxa3z. Ila 6u cMO HOKa3aiu na 3Be31a Sy, MOxKe OUTU *—KOMIIJIEMEHTH 33 COICTBEHY BPEIHOCT Ay =
1, moBossHO je ma nporabemo Gapem jeman ckyn U C V(S,,) 1 TeMe u Koje je CyCeaHO CBUM TEMEHMMA
cryna U, tako na Baxu Ax(S2,(U)) =1. Ha npumep, ako ckyn U canpsku TadyHO jeIHO TeMe 3Be3ne S,
KOje je pa3auuuTo O] HEHOr IeHTpa nobujamo Tpaskeny curyamujy. (Ouuraenno, 3sesma S, (n>2),
pasMaTpaHa Kao MHIYKOBAHMU IOArpad Aymie 3Be3ne S2,, CAIP:AEM TeMe CTeNeHa 1 PasJINdnToO O
[EeHTpa.) 3aucTa, yKIABAkEM IeHTpa 3Be3ne S, u3 rpada S»,(U) nobujamo HemoBesaH rpad uujn
cIeKTap canp:ky 1 Kao ABOCTPYKY coucTBeHy Bpenaoct. Tana, npema Teopemu o npenauramy, BaKu
u lz(Sz’n(U» =1.

C mpyre crpane, Basku Ax(S33) = 1. IHakne, Baku u Ap(Sp,) > 1, 3a myn > 3, yume je mokas

KOMIIJIETUPDaH. | |

Y mapenuoj teopemu oxpebyjeMo cBe roMmieTHe rpadoBe KOjU MOIYy OUTH *—KOMIIJIEMEHTHU 33
COIICTBEHY BpemHocT Ay = 1.

Teopema 2.4 Kio u K11 ¢y jedunu Komnaemuuy 2padosu Koju moey bumu *—KoMNAEMERMU 36 CONCMBEERY
apednocm Ay = 1.

Hoxa3. 3a n <2, rpad K, je usomopodan rpady S, koju je pazmorpen y Teopemu 2.2, Te MOkeMO
IpeTnocTaBuTu aa Baxku n > 3. Aro je C marpuna cycenctBa rpada K,, oHIza Baku

n-3 -1 .. -1
1 -1 n-3 .. -1

—1 —1 .. n—3
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YKOIMKO je TeMme u cycemHo ca TadHO k TeMeHa rpada K,, oHma je TayHO k KOMIOHEHTU HECOBOT
KapakTepucTuuHOr BekTopa jemuako 1. Kopumhemewm jemmakoctm (2.1), momasmmo 10 jeaHakoctu
(2.2), re cy, crora, n=10 u n =11 jexuna pemema.

OsBuM je mora3 3aBpIIEH. |

2.2.2 BaJsaHu CKynoBU

Cana onpebyjemo cBe Bamane ckymose U, To ject one ckymnose U 3a koje rpaposu H(U) nmajy
1 ka0 Opyry comcTBeHy BpemHOCT, rue je H meku ox rpadosa Se,S10,511,52, (n>2),Ki0,K11.

Kopuctumo cnenehy moramujy: umenrtap 3se3zme S, ozmauaBamo ca v. llenrap 3Besne S,, meHTap
U jemuHO TeMe CcTeleHa | 3Be3ne Sy, y CUTyalluju Kajna cy 3Be3ne S, U S» MHAYKOBAHU MOATrpadoBU
nymie 3Be3ne S, O3HA"YaBaMO penoM ca v,w u wi. Takobe, ckyn on 6mio kojux k Temena 3seszne Sy,
Pa3IMUnTUX Ol K-€HOI IIeHTPa, WiIn OMI0 KOjuxX k TeMeHa KoMmIileTHOr rpada K,, o3HagaBamo ca Tj.

Jlema 2.3 Baxce caedeha mephemwa:

(i) epad Se(U) je samwan axo u camo axo samcu U =Tp;
(ii) 2pad Sio
(ii) epag S11
(iv) epad Ko
(v) epag K11

Joxka3. Jemnauvna (2.3) uma TauvHo jenad nap ueaobpojaux pemema: (n,k)=(6,2), re je crora rpag
Se(U) Baman axo u camo ako Baku U =Tp. Cnnuno, jemmaumna (2.2) uma Tpu mapa neaobpojHUX
pemewa: (n,k)=(10,4),(11,3) u (11,6), omakue cienme nmpeocrasa TBphHema. [ |

—~

U) je saman ako u camo axo saoncu U ={v}UT3;

)
U) je saman axo u camo axo samncu U ={v}UTh uau U ={v}UTs;

—~

U) je eamwan axo u camo axo saxncu U =Ty;

—~

U) je saman axo u camo axo eancu U =Ts uau U = Tg.

Hanowmena 2.1 VHTepecaHTHO je NPUMETUTH Oa je, HAa OCHOBY IPETXOINHE JieMe, CBAaKu rpad KOju
nMa OUII0 KOju On *—KoMILIeMeHara S, S|| 3a cOmcTBeHy BpemnocT Ay = 1 jemam KOHyC, U3 pas3Jora
mITO je meHTAp oaroemapajyhe 3Be3ne CycemaH CBUM TEMEHVMA U3 *—CKyIIa.

Jlema 2.4 I'pad S>,(U) je sanman axo u camo axo ckyn U uma jedan 00 caedefiux obauka:
1.U="Ty;
2.U={v}UT;

3. U={w}UT,_3, n>3;

4. U={w1}UT,», n>2;

5 U={vww}UT,_5, n>5;

6.U={vyw}UT_4, n>4;

4
7.U = {wﬂul}uTA;H%g7 Kao 200 je nT Herezamusan ueo opog

4n—12
3

8. U ={y, W7W1}UT4n;12, xad 200 je HEeHe2AMuUBaH 4eo 6poj.
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Crurma mokasa. Jlokas je 3acHoBaH Ha y3acromnnoj npumenn IlIBenrose dpopmyime 3a rpad S2,(U).
Osne hemo memoncrpuparn kako cMmo oapemuiu ckyn U = {v,w,w;} UTu_12, DOK C€ CBU OCTAJIU IO-
3

Oujajy Ha CIMYAH HAYUNH.

Pasmorpumo rpad S2,(U), npu uemy Basku U = {v,w,w; } UT, (1<k<n-—1). IIpumenom [[Isernrose
¢opmyJile HA TeMe U KOje je CyCemnHO CBUM TeMeHMMa ckyna U, nodbmjaMo jegHaxrocT

PSZ",;(U)(I) :PSZ,n(l) _PS2‘n*V(1) - PSZ,n*W(l) _PSZ.n7W1 (1) - kPSZ,n—I (1)
-2 Y Py w-c(l)

CET(u)

ITonosHOM mpuMeHOM UcTe Popmyie mobujamo ciaenehe jemnHakocTu: Psz‘ﬁ(l) =—1, Ps,, (1) =0,
Psy,—w(l) =2—=n, Ps, —w (1) =1-n, Ps,, (1) =~1 1 Yecgubs,,—c(l) =4—n+2k. Iakne, saxn
Ps, (w)(1)=—12+4n—3k, mro he pehn na jemraroct Ps, (y)(1) =0 Baskm ako u caMo aKo je UCIyHeHo
k : 4)1512 . '

Iloka3 je 3aBpiieH. [ |

2.2.3 MaxcuMmanau rpagoBu

Cana ompebyjemo cBe H—makcumanse rpagose (3a comcrBeny BpemsocT Ay = 1) 3a Heke of *—
rkommiemenata H ompebennx y Teopemama 2.2-2.4. Kao mro cmo Beh manomenynu (Bumetu (2)
y Hornasmy 2.1), mocrynak onpebusama MakcuMadHuX rpadoBa je eKBUBAJIECHTAH IOCTYIKY OIpe-
buBama MakcuMaJIHUX KIMKa y rpa¢y npomupema. Beh cmMo HoTmpasu na HeonxomaH U TOBOJbAH
YCJIOB Ia TeMeHa U] u up OyLy BabaHu napraepu cienu u3 Teopeme o pekoHcTpykuuju (moncehiamo,
axo cy b,, m by, ogrosapajyhmu xKapakTepucTUUHN BEKTOPU, OHIA CY U] ¥ Uy BAJLAHU HAPTHEPH AKO
1 CaMO aKo je bll (AT —C)7'b,, jemmako 0 mnu —1). (Tazma cy TemeHa u; u up HecycemHA Y TPBOM,
a cycemHa y apyrom ciaydajy.) OBaj jennocraBan KpUTEPUjyM KOjUM HPOBepaBaMO Aa JU CY IBa
BaJbaHA TEMEHA BaJbaHU NAPTHEPU KOPUCTUMO Y OHOME IITO CJEIU.

Hajnpe memoHCTpMpaMO TEXHMKY *—KOMILJIEMEHATAa y CIydajy Kala je *—KOMIIeMeHT H m30Mop-
¢an rpady Se.

Teopema 2.5 [Tocmoju jedurncmaen MAKCUMAIaH 2pad wuju je *—KoOMNAEMERM 304 CONCMEEHY 8PEIHOCT

Ay =1, epag Se.

Ioka3. Y ckaany ca Jlemom 2.3, y OBOM ciaydajy HOCTOjU TAYHO neceT BaJbaHuX ckymoBa. O3-
"auumo ux ca Up,...,Ujp, a muMa oarosapajyha TemeHna pemoMm ca uj,...,ujg. Jlame, mocroje TadHo
aBe MOryhHOCTH Kagla je ped o mpeceky Omio Kor mapa BaJssanux ckymosa U;,Uj, 1<i< j<10: nin
HeMajy 3aje JHUYKAX TeMeHa WX MMajy TAYHO jemHO 3ajemHudYKo Teme. Jlobujamo ma cy y mpBOM
cIydajy oarorapajyha TeMmeHa u; 1 uj Ba/baHU NaPTHEPHU YKOJIUKO Cy CyCEIHA, & y APYTOM, yKOJIHUKO
cy mecycenna. Crora, CBaKOM mapy Ba/baHUX CKYIIOBa OArOBapa Iap TeMEeHa Koja Cy BaJbaHW HapT-
Hepu (HEKam KAao CycelHa, HEeKal Kao HecycemHa). To HAC HOBOAM MO JeIMHCTBEHOT MaKCUMAJHOT
rpada 4Ymju *—CKyI CAAPKU CBUX OECET TEMEHa U, ...,U|(.

Ilokas je 3aBpIieH. |
Hamomena 2.2 Makcumanas rpa¢ u3 IPeTXOIHE TEOPEME je jaKo peryJapaH U I03HAT je kao Kieb-

mos (A. Clebsch) rpad. Fberos cmexrap je [5,19,—3%]. (ExcnomenTn o3mauaBajy My THILTUIATET
comnctBere Bpennoct.) OBaj pesyarar je moctoju (y HemTo apyraumjoj gopmu) u y [33].
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Y mapenHoj teopemu, TeMena rpada Kjg osmayaBamo O6pojesuma 1, ..., 10.

Teopema 2.6 [locmoje mawno dea neuzomopdra marcumanna epafa wuju je *—Komniemenm 3a con-
cmaeny spednocm Ay =1, xomnaeman epad Kio.

Ioxka3z. Y cknany ca JlemoMm 2.3, 3akmydyjemMo, na y OBOM CIydajy, ABa BajbaHA CKYyIIa MOI'Yy MMAaTU
o HyJa OO TPU 3ajelHMUYKA TeMeHa. PasmarpameMm tux MoryhnHocTh, mobujaMo na Cy OHU KOM-
NaTUOUIIHY y ABE CUTyaluje: YKOJUWKO UMajy TadHO jemHO 3ajeHUUYKO TeMe (Tama cy oarosapajyha
TeMEeHa HEeCyCelHa), OMHOCHO YKOJMKO HeMajy 3ajelHUYKuX TeMeHa (Tama cy oarosapajyha rtemena

cycenHa).
PasmoTpuMo MakcuMasial rpad 4muju je *—KOMIIEMEHT 3a COICTBEHY BPEeAHOCT Ay = 1, KoMmieTan
rpad Kjo. Hera je X = {u,...,ux} *—cryn tor rpada u mexa je Xy = {Uj,...,U;} romexkmmja Bamanux

CKyIOBa KOjU OAroBapajy TeMeHmMa u3 *—ckyma. OcraTtak noka3a he 6mru momeineH y Tpu Aena.

() Hexa eaocu Ui, Uj € Xy. Axo eaxncu jeonaxocm |UiNU;j| =2, onda sancu v U = (U\U;)U(U;\U;) €
Xy .

Be3s ryGibema Ha ONIITOCTH, MOKEMO mpernocraBuTu na Baxu U; = {1,2,3,4} u U; = {1,2,5,6}, a
rana Bazkn u U = {3,4,5,6}. IIpernocrasumo cynportHo, 1o ject: U ¢ Xy. Tanma mocroju BajmaH CKyn
U € Xy taras na je |[UNU;| jemnaro mnn 1 num 3. (Y cynporsoMm, u3 U ¢ Xy cienn ma rpad koju
pasMarpaMo Huje Makcumadan). IIpermocrasumo najupe ma Basku |[UNUj| =1. Teme koje npunana
npecexy UNU; Takobe mpunana ta4yso jexsoMm on ckymosa U;,U;. Pemumo ma Baxu UNU; NU; # 0.
Bynyhu na cy ckynosu U; u U; KoMnaTuONIHN, OHU MOPajy UMATHU ABa 338jeTHUYKA TEMEHa, a jeIUHa
moryhnocr 3a To je UyNU; = {1,2}, o Tana Baxu |U;NU;| =3, mro Huje moryhe momro cy n CKynoBu
U; n U; Taxkobhe komnarubunuu. AHaIOrHO Hokasyjemo u ciydaj UNUNU; # 0. IlpernocraBumo cana
nma Basku |UNU;| =3. IlonoBo, Mopa Baskuru |UyNU;| =2, onakne caenu |UyNU;| # 2. Korrpagukmuja!
OBuM je oBaj meo MOKa3a 3aBPIIEH.

(Il) Koaexyuja Xy cadpacu najmame 08a CKYNG Koja uMajy npasar npecex.

IIpernocraBumo cymporuo. Tanma cBaka maBa CKyma KOJeKuje Xy MMajy TAYHO [OBA TEMEHA
y mpecery. DBe3 rybimema Ha ONIITOCTH, MO:KEMO IpernocraBuTu na Basxu Up = {1,2,3,4},U, =
{1,2,5,6} € Xy. Tana, npema memy (I), mobujamo na Baxku u Uz = {3,4,5,6} € Xy. Makcumau-
HOCT pa3MaTpaHOr Ipada yCJIOBJbaBa MOCTOjame jOII CKyNOBa yHyTap Kojekrnuje Xy. Y ckiaany
Cca TPeTIOCTABKOM, CBAKMA HPEOCTAJU CKYI U3 KOJEeKIuje Xy CAnp:KU HajMamhe Ba TEeMeHA O3Ha-
veHa OpojeBuMa CTPOro MamuM oxn 7 (jep caMO Tako MO:Ke UMaTHU ABa 3ajeJHUYKA TEeMEeHa Ca
cBakuM ox ckynosBa U;,Up,Us). JemuocrasHo 3akibydyjemo na ckyn Us = {a,b,c,d}, 3a roju Basku
1<a<b<6,7<c<d<10, He MOKe UMATHU OBA 3ajeAHUUYKA TEeMeHa ca CBakuM on ckymnosa Uy,U,,Us.
Wecro Baskm u y cayuajy 1 <a<b<c<d<6. Jemmna npeocrana curyanuja je 1 <a<b<c<
6, 7<d<10. OBme mmamo Buime on jemHe moryhuocTu 3a temeHa a,b,c. Ha mpumep, Heka Baku
Uy ={2,3,5,d} € Xy. (Ouuranemuo je ucnymeno |UsNU;| =2, i=1,2,3.) Kopucrehu neo (I), nobu-
jamo Us ={1,4,5,d},Us ={1,3,6,d},U; = {2,4,6,d} € Xy. Konauno, jesHOCTABHO IPOBEPABAMO Ja CKYII
Us={d,b,c,d}, saxojuaku 1 <d' <b' < <6, 7<d <10, He MO¥KE UCTOBPEMEHO UMATH IBA 3aje]-
HUYKa TeMEHa Cca CBaKuUM on ckymnosa Uj,...,U7, a, mpeMa ToMe, NOJA3UMO IO 3aKJ/bYYKa & KOJIEKIN]a
Xy He canp:Ku BUINIE HU jeaH CKYHI KOjU MMa TAYHO OBA 3ajeTHUYKA TEMEHa Ca CBAKUM OJ OCTAJUX
CKymoBa u3 Kouermuje. Anm, ca mpyre crpame, 3a Us = {1,3,5,d'}, rme Baswm 7 < d <10, d’ #d,
mobujamo nma Baxku |[UgNU;| =2, (i=1,..,6) u |[UsNUs| =0. Oryna Bakm Ug € Xy wmro he pehn
na KoJieKiuja Xy camp:Ku HajMame OBa CKylla YMju je Impecek npasad. KourTpamuknuja! Y KOJIUKO
HaIIpaBUMO HEKU APyTru m30op TeMeHa d,b,c TaxkaB ga ckyn Us 3a00BObaBa IPETIOCTABKY, HOJIA3UMO
IO KOHTPaIUKIMje Ha CINYaH HauyMH YUMe je U 0Baj Ne0 NOKa3aH.

(IIl) ITocmoje mauno 08a HEUOMOPPHA MAKCUMAIHG 2DaAPa.

Nuajyhu y suny meo (II), mosxkemo mpernocrasutn na Basku U = {1,2,3,4},U, = {7,8,9,10} € Xy .
YKOJIUKO je HEKU CKYyT KOMIATUOMIIAH ca cBakuM on ckymosa Up,U,, oHIa OH camnp:ku niau 00a TeMeHa
O3HaUeHa ca b 1 6 MIM HUjeOHO OJ HUX.

Capna pas3nukyjeMo nBa ciaydaja:
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(1) romeruuja Xy caup:Ku CKyI KOjU CaIp:KU TeMeHa b u 6 u

(2) mujenan ckyn kosernuje Xy HE canp:ku TeMeHa b u 6.

Y npBoMm ciyuajy, o3aaunmo ca Us (Us € Xy) ckyn koju canpsu Temena 5 u 6. Tana ckyn Us mopa
UMAaTU ABA TEMEHAa Y Mpeceky ca jemuum ol ckynosa Uy,U, u npa3an npecek ca apyrum. bes rybmema
Ha ONIITOCTU, MOKeMO mnpernocraButu na Baku Us = {1,2,5,6}. Ha ocuoBy mesna (I), nobujamo ma
Baskn Us = {3,4,5,6} € Xy. Ilame, cBaku mpeocTanu CKyl Kojermuje Xy mMma obauk {a,b,c,d}, rne
jel1<a<b<6,7<c<d<10. lpernocrasumo na saxu {a,b,c,d} € Xy, npu uemy je 3a10BOJLEHO
a,b (1<a<b<6), uc=7,d=238. Hapenuu CKylnoBU Cy jeIUHU KOjU Cy KOMIATUOUIHUA Ca CBAKUM O]
crkynosa Uj,...,Us: Us ={1,2,7,8}, Us={1,2,9,10}, U; = {3,4,7,8}, Us = {3,4,9,10}, Uy = {5,6,7,8} u
Uip ={5,6,9,10}. IlraBume, cBaka nBa on ckyunosa Us,...,Ujp Cy KOMOATUOUIHA, ITO 3HAYM Aa CMO
YOPaBO oapenmiu jenan MakcuMasan rpad (uujm je *—cryn onpeber ronexkmujom Xy = {Uj,...,Ujp}).
YKOJIVMKO HAIPABMMO HEKU APYru m300p TeMeHa ¢ u d, nodmjaMo umzoMopdan rpad.

Y mpyrom cayu4ajy, usy3ses ckynosa U u Uy, cBaku npyru ckyn kosnexnumje Xy je obmura {a',b',c’,d'},
rae Bazku 1 <d <b' <4, 7<c <d <10. Be3s rybmema Ha OMIITOCTU, MOKEMO IPETHOCTABUTHU A,
Bakn Uj = {1,2,7,8} € Xy. Tana, ma ocmoBy mena (I), mobujamo na saxwm U, = {1,2,9,10}, Ul =
{3,4,7,8}, U{ ={3,4,9,10} € Xy. Iame, cBaru on HekoMmaTubuneux ckynosa {1,3,7,9}, {1,3,7,10}
je xoMmmaTubunan ca csakuMm ox ckynosa Uy,U,Uj,...,Uf. Yromuko npernocraBumo na Basxku Uj =
{1,3,7,9} € Xy, Tama cy HapemHWU CKyNOBU jeIWHU KOjU Cy KOMIATUOWIHU Ca CBAKUM OJ CKYIOBA
Ui, U, U3, ..., U Ug ={1,3,8,10}, Uy ={2,4,7,9}, U{, = {2,4,8,10}, Uj, ={1,4,7,10}, U], ={1,4,8,9},
Ui, =1{2,3,7,10} n Uj, ={2,3,8,9}. Ilrasmme, cBaka nsa ox ckymosa Ug,...,U}, cy KoMmmarnGuiHa,
[MTO 3HAUM Ia CMO yIPaBO OAPENUIM jeldaH MakcuMmasad rpad (uumju je x—ckyn oapeben kosexuu-
jom Xy = {U1,U,,U},...,U{,}). Yxromuko, mak, npermocraBumo xa Baxu U; = {1,3,7,10} € Xy (mm
HAIIPABUMO HEKU CIUYaH m300p 3a CKyI U7’)7 nobujamo n3oMopdan rpad.

OBuM je Teopema TOKa3aHA. |

Hanowmena 2.3 HaBonumo Heke nmonaTke o rpadoBuMa noOKjeHNM y IPeTXonHoj Teopemu. [IpBu on
mux uMa 20 temena (10 Temena cremena 7 u 10 Temena cremena 13). Hberos cmekrap je [11,19 —15,
—4%. Hpyru rpa¢ uma 24 temena (14 Temena cremena 5, 2 TemeHa cremena 9 u 8 TeMeHa CTeleHa
16). Hoeros cmexrap je [11.28,11% —1,-37, —-3.28].

Y ummmy opebmBama MakcuMmaJHUX rpadoBa KOjU MMajy 3a0aTHA *—KOMILJIEMEHT 3a COICTBEHY
BPEeMHOCT A, Kpempasnm cMo oubnmorery SCLS, koja caipskum mporpame KOju ce OJHOCE HA TEXHUKY
*—KoMIIeMeHaTa. Ty Ccy yK/bYydeHH IpOorpaMu 3a MACHTU(UKANN]Y BaJbaHUX CKYIOBa, IPOBEPY IHU-
XOB€ KOMIATUOUIHOCTH, oapelrBame MAKCUMAIHIX KINKA U Kjiaca m3doMopouux rpadosa. Herku ox
pesyarara mobujerux rkopumhemeMm SCL-a Haja3e ce y HAPDEIHUM IBEMa TeOpeMaMa.

OsHake v, w 1 W] UMajy UCTY YJIOI'Y Ka0 U y IPETXOJHOM IOTIOTJIABJY, HOK Cy TEMEHA 3Be3Ie
Sy pa3aumuuTa Ol KeHOr IeHTpa (y IPBOj TeopeMmu, 3Be3na S, je MHAYKOBAHU HOArpad LyIJe 3Be3le
S2,) o3nauena Gpojesuma 1, ..., n—1.

Teopema 2.7 Ilocmoju mawno N HEUOMOPPHUL MAKCUMANHUL 2PaPoea Koju umajy *—Komniemenm Sy ,
(2<n<5) 3a concmeeny epednocm Ay =1. Y aucmu xoja caedu, 3a caaxu epad cy damu caedehiu nodayu:
6poj memena, 6poj usuUYa, CNEKMAP U 8AHAHU CKYNOSU.

So0:

Gi: 5, 5, [221,1,-0.54,—1,-1.68]; {v,1}.
Gy: 6, 6, [2,12,—-12,-2]; {1},{w}.

$23:

6engl. star complement library.
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Gy: 7, 8, [2.73,12,-0.73,—12,-2]; {v,1},{v,2}.
Gy: 8, 11, [3,13,—1%2,-22; {wy, 1}, {w,2},{v,w,w}.
Gs: 107 157 [3a15a_24]; {l}a{z}?{w}v{wlv1}7{W152}'
S2.4:
Gs: 9, 11, [3.15,13,-0.82,—13,-2.33]; {v,1},{v,2},{v3}.
G7: 10, 16, [3.70,1% —13,-2,-2.70]; {1},{»,2},{»3},{w1,2,3}.
Gs: 12, 24, [4.27,16,—1,-23 —-3.27]; {1},{2},{v3},{w,3},{w1,1,3},{w,2,3}.
Go : 16a 407 [571107_35]; {1},{2}7{3},{V,W1},{W,1},{W,2}7{W,3}7{W[71,2},{W],1,3}7
{w1,2,3}.
AYRE
Gio: 11, 14, [3.50,14 -0.86,—1% —2.64]; {v,1},{v,2},{v,3},{v,4}.
Gii: 12, 21, [427,15,—1% —2,-3.27]; {1},{v,2},{»3},{v,4},{w1,2,3,4}.
Gip: 14, 33, [5.22,17,—1%2,-23 —4.22]; {1},{2},{v,3},{v,4},{w,3,4},{w1,1,3,4},
{Wl727374}'
Gi3: 18, 57, [6.66,1'1, —1,—3% —4.66]; {1},{2},{3},{v,4},{v,w1,4},{w,1,4},{w,2,4},
{W73a4}7{wl717274}a{wla17374}5{W15273a4}'
Gua: 27, 135, [10,1%0,-5%]; {1},{2},{3}, {4}, {v,w}, {v,wi, 1}, {v,w1,2}, {v,w1,3},

{vawla4}7{wa 1a2}7{wa 1a3}7{wa 1a4}7{Wa2a3}7{Wa2a4}7{wa3a4}7{wlv17273}a
{Wl717274}’{wla17374}5{‘4}15273’4}'

Hanowmena 2.4 I'pad G, je nzomopdan muriaycy Ce; rpad Gy je nzomopdan KiaebmoBoMm rpady roju

cmo mobunu m 'y Teopemm 2.5, mTo 3HaUM na Taj rpad Canp:KU OBA PA3IUYTATA CTAbIa KAO *—

KOMIIEMEHTE 3a& CONCTBEHY BpemuocT Ay = 1 m y oba cayuaja je TO m MakcuMmaJiaH rpad 3a Te
sx—koMmIIeMente; rpadosu Gs u Gis cy (takobe) jako perynapum.

Hamomena 2.5 VaTepecanTHO je HAIIOMEHYTH Oa C€ TpaHuma n < %t(t—i— 1) —1 (koja Basku 3a CBakruU
noBe3aH peryiapas rpad) pena n, The je t pel *—KOMIUIEMEHTa 3a COncTBeny Bpemnoct A & {—1,0}),
JocTwxe y caydajy rpada Gia.

Teopema 2.8 [locmoju mawno nemnaecm Heu3oMoPPHUL MAKCUMAARUT ePaPosa Koju umajy *—Komn.ae-
menm Sio 3a conemeeny epednocm Ay = 1. ¥ aucmu xoja caedu, sa ceaxu zpad cy damu caedefiu nodayu:

b6poj memena, 6pPoj UBUYG, CNEKMAP U BAHAHU CKYNOSU Y “ujum je penpesenmayujama, padu kpahee

3anuca, u30CMABHEH YeHMap 3ee3le (Koju, unaue, onu ceu cadpice).

G12

GQI

17,

20,

S8,

64,

[8.69,17,0,-0.69,—2° —3]; {1,4,5},{1,6,7},{1,8,9},{4,6,8},{4,7,9},{5,6,9},
{5,7,8}.

[8,110.03, —3%); {1,6,7},{1,6,8},{1,6,9},{1,7,8},{1,7,9},{1,8,9},{6,7,8},
{6,7,9},{6,8,9},{7,8,9}.
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Gs: 20, 72, [8.90,1'°,0%,—-0.90,-3%; {1,5,7},{1,6,8},{1,6,9},{1,7,8},{1,7,9},{1,8,9},
{5,8,9},{6,7,8},{6,7,9},{7,8,9}.

Gy: 20, 75, [9.20,1'°,0%,—1.20,-3°]; {1,5,6},{1,5,7},{1,6,8},{1,6,9},{1,7,8},{1,7,9},
{1,8,9},{5,8,9},{6,7,8},{6,7,9}.

Gs: 20, 76, [9.29,1'°.0%,—1.29,-3%]; {1,5,6},{1,5,8},{1,6,9},{1,7,8},{1,7,9},{1,8,9},
{5,7,9},{5,8,9},{6,7,8},{6,8,9}.

Gs: 20, 76, [9.29,1'°.0%,—1.29,-3%]; {1,5,6},{1,7,8},{1,7,9},{1,8,9},{5,7,8},{5,7,9},
{5,8,9},{6,7,8},{6,7,9},{6,8,9}.

G7: 20, 76, [9.42,1'°,0,—-0.42,-22 -3%]; {1,4,7},{1,5,8},{1,6,9},{1,7,8},{1,7,9},
{1,8,9},{4,8,9},{5,7,9},{6,7,8},{7,8,9}.

Gs: 20, 79, [9.57,1'°,0%,-1.57,-3%; {1,5,6},{1,5,7},{1,6,8},{1,7,9},{1,8,9},{5,6,9},
{5,7,8},{5,8,9},{6,7,8},{6,7,9}.

Go: 23, 97, [10.26,1'3,—-13,-3%,-5.26]; {1,i,9} (%a0 200 eamcu 2 <i<6),{1,6,7},{1,6,8},
{1,7,8},{1,7,9},{1,8,9},{6,7,9},{6,8,9},{7,8,9}.

Gio: 23, 101, [10.71,1'3 12, —-1.78,-3%,—4.92]; {1,2,9},{1,3,9},{1,4,9},{1,5,7},{1,5,9},
{1,6,8},{1,6,9},{1,7,8},{1,7,9},{1,8,9},{5,8,9},{6,7,9},{7,8,9}.

Gii: 23, 102, [10.81,1'3,—12,—2,-35 —481]; {1,2,9},{1,3,9},{1,4,9},{1,5,6},{1,5,7},
{1,5,9},{1,6,8},{1,6,9},{1,7,8},{1,7,9},{1,8,9}.

Gip: 26, 134, [—6,—4.25,—-3% 23 119.12.25]; {1,i,j} (vad 200 eamcu 2 <i<7, 8<j<9),
{1,6,7},{1,8,9},{6,7,9},{6,8,9}.

Gi3: 29, 175, [14,1", =37 —6%]; {1,i,j} (xa0 200 eamcu2<i<6, 7<;j<9),{1,7,8},{1,7,9},
{1,8,9},{7,8,9}.

Gis: 29, 175, [14,1'°, =37 —62]; {1,i,j} (xao 200 eamcu2<i<7, 8<;j<9),{i,8,9} (xad 200
samcu 1 <i<7).

Gis: 38, 331, [19.19,128,-2.19,-3,—6"]; {1,i,j} (xa0 200 eamcu 2<i< j<9).

Hamomena 2.6 I'padoBu Gs u Gg Cy KOCIHEKTPAaJIHM KOHYCH HAJ KOCIEKTpaJHuUM rpadouma. ['pa-
¢oBu G13 1 G4 CY KOCHEKTPAJIHU KOHYCU, ajll HE M HAJ KOCHeKTpajaHuM rpadosuma. I'pad G, je
koHyc Han rpadgom GU4K], roe je G jako perynapal rpad CTEIeHa IIecCT.

Markcumainiae rpadoBe Koju nMajy ocraie x—koMmiieMenTe onpebene y Ilormornasmy 2.2.1 HucMo
MPEeNno3Had KAa0 MHTEePECAHTHE 3a NMpUKasuBame (6pPOj TaAaKBUX HEM3OMODP(HUX rpadoBa je jako Be-
aukn). Mebyrum, u tu rpadosu (ka0 u BUXOBU HOArPaGOBU) MOTY MUMATH 3HAUAJHY YJIOLY Y OIpe-
buBamy, Ha HpuMep, MHTErpaJHUX I'padoBa, KOCHEKTPAJHUX IpadoBa nau rpadoBa ca MaauM Opo-
jeM paJIMuUMTUX COINCTBEHUX BPeqHOCT. Penmmo, nmoctoju 15 Hem30MOpOHUX KOCHEKTPAJJHUX rpadoBa
Koju nMmajy 28 teMeHa u 174 mBune, rie je CBakd Ol BLUX MaKCHUMAaJIaH I'pad KOJU UMa *—KOMIIJIEMEHT
S»6 3a concrBeny BpemHocT Ay = 1. Hbuxos cnekrap je [13, 120,—3,—56].

2.3 YHuUnurInJyky rpadoBu Kao 3Be3/1a KOMIJIEMEHTU

2.3.1 Moryhu 3Be31a KOMILJIEMEHTHA

Heka je, y onoMe mTo ciemu, *—koMiieMenT H 3a CONCTBEHY BPERHOCT Ay = |, YHUIIMKIAYKYA TPad.
Taxrobe, ca C osnauasamo (jenuum) muriayc rpada H. Ha nouerky ITormasma 2.2 cMO ucTakau na



42 I'padoBu uuja je gpyra comcTBeHa BPEmHOCT jeqHAKa | — TEXHUKA 3BE3Ja KOMIIJIEMEHATA

rpa¢ H (He3aBUCHO OX CBOje CTPYKType) Mopa 3a10BojbaBaTy HejeqHarocT Ap(H) < 1. Y mapense
IBe JeMe NOKa3yjeMo jomr Heke ocobuHe rpada H, mon IPeTnoCcTaBKOM Ja je OH YHUIMKINYKU.

JIema 2.5 Axo je epad H *—xomnaemenm 3a concmeeny epednocm Ay =1, onda je yukayc C epada H
QyAcure Hajeuwe nem.

JHoxa3. 3a unmrayc C,, rme je n > 6 Baxku A (C,) > 1. Oryna, Takap OUKIYC HE MOMKE OUTU *—
KOMIJIEMEHT 34 COICTBeHy BpemHocT Ay = 1. Ilomatro, nmpema Teopemu o mpemmmuTamy, OMIO KOjU
YHUNUKIUYKKA Tpad Koju canpsku uukiayc C, (n>6), rakohe He Moke OUTU *—KOMILIEMEHT 3a COI-
CTBEHY BPEIHOCT Ay = 1, umme je jiema DOKa3aHa. |

JIema 2.6 Axo je epad H x—xKomnaemenm 3a concmeeny spednocm Ay =1, onda ce ceaxo meme epaga H
HAAA3U HG pacmojany najsuwe 1 00 yurayca C zpaga H.

Hoxa3. Y cknany ca Jlemom 2.1, Basku diam(H) < 3. Ako ce Heko Tteme rpada H Hasa3u Ha pacTojamy
nea (mmm Bume) ox mukiayca C, onxa je m majamerap rpada H crporo Behu om 3, m3y3eB yKOIUKO
rpad H me caxp:xm tpoyrao ca BucehnMm myrem nyskvHe nBa (UM BUIIE) KOjU TOJA3U OJ j€THOT
remena tpoyria (u, moryhe, ogpebhenu Gpoj momATHMX WBUIA WHIMACHTHUX Ca& WCTAM TEMEHOM ).
Agu, y ToMm cayuajy, 1 je concTBeHa BPEIHOCT CBAKOT TAKBOT Tpada, uuMe je jeMa IOKa3aHa. |

Y HapemHOj TeopeMU najeMO KapaKTepPU3alM]y CBUX YHUIUKJINYKUX I'padoBa KOju MOry OUTH
*—KOMILJIEMEHTU 38 COICTBEHy BpemHocT Ay = l.

Teopema 2.9 Ywuyukauuru epaf H mooce bumu x—Komnaemenm 3a concmeeny epedrnocm Ay =1 axo u
camo axo je uzomodparn nexom 00 zpadosa npurazanur wa Cauyu 4.

JHorka3z. Hajupe onpebyjemo cBe yHmnurnanure rpadoBe KOju 3an0BoJbaBajy cienelie tpu mpet-
IOCTABKeE:

(1) <1,
(2) nyskuHA jeIMHOT MUKIYCA je HAjBUIIE NET U
(3) cBako Teme rpada je Ha pacTojamy Hajsume 1 ox THKIyCA.

(Ha ocumoBy Jlema 2.5 m 2.6, mely taxBum rpaoBuma ce Hamaze CBU MOIYyNM YHUNMKIUYKA *—
KOMILJIEMEHTH 32 CONCTBEHY BpeaHocT Ay = 1.) Hakon mupekTHOr pauyHa 3aKbydyjeMo ma cy rpadoBu
H\,H3,Hs,Hs,Hy u (ycaosao rosopehu) Hyp ca Ciuuke 4 jenunau MakcuMaJHu rpadoBU KOjU 3a10-
BObaBajy ropme npernocraske. (I'pad Hjp Huje MakcuMasad 3a QUKCUDPAHY BPEOHOCT n > 4, amnu
3a00BOJbABA CBA HAMETHYTa OTpaHWYEma. Y TO Ce MO:KeMO yBeputu Ha ciemehwu mauwmm: Hajnpe,
YKIAmAmeM TeMeHa O3HAUEHOT ca 1, Te mpumenoMm Teopeme o mpemmuramy, mobujamo Ay(Hip) < 1.
C mpyre crpame, Baxn Ay(Hyg) # 1 momro jemmakocr Py, (1) = —4 Baskm 3a cBako n >4, mro ce
jeIHOCTABHO HOKa3yje mpuMeHoM XajiabpoHepose Ppopmylie. )

Harne, ceu rpadosu ca Cnuke 4, alu U CBU HBUXOBU YHUNUKIUYKA WHIYKOBAHU IOATrPa(OBU
cy Kapmumartu 3a Tpaskese rpadose. Ho, mmamo caMo nBa yHUIIMKINUYKA WHIyKOBAHA HOArpada:
Cy (uamykoBanu moarpad, Ha upumep, rpada Hy) m C3 (ueaykoBaHu moirpad, Ha Ipumep, rpada
Hs). Tlpeocraje ma yTBpOMMO 3a KOje O MOMEHYTHX rpadoBa mOCTOju GapeMm jemaH BajbaH CKYIL.
To 4MHUMO JUPEKTHUM DAadvyHOM, T€ NOJIAa3MMO IO 3aK/bydka ma 3a cBaku rpad ca Cawmke 4 mocroju
fapeM jenaH BasbaH CKyl (IITABUIIE, CBU BAJLAHU CKYIIOBU AaTu ¢y y Teopemu 2.10), na cBu oHE MOTy
OUTH *-KOMILIEMEHTH 3a comncTBery Bpemnoct Ay = 1. C mpyre crpame, jemnocrasro yTBpDhyjemo ma
3a ImpeocTaJia ABa rpada He IOCTOjU HU jeNaH BaJbaH CKYII.

OBuM je Teopema IOKa3aHA. ]
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Ciuka 4. YHUIUKINYKA *—KOMILIEMEHTH 3& CONCTBEHY BpemHocT Ay = 1.

2.3.2 BaJsanu CKynoBm

Cana onpebyjemo cBe BasbaHe CKymoBe 3a cBaku on rpadosa Hi,...,Hjy n3 Teopeme 2.9.

Teopema 2.10 3a ceaxu epad H; (i=1,...,10) ca Cauxe 4, odzosapajyhu eamanu ckynosu damu cy y
AUCTNU KOJa CAEOU.

Hy: U :{l}a U2:{2}7 U3:{3}7 U4:{4}> U5:{5}a U6:{15273}7 U7:{1’275}7
U3={1,4,5}, U9={2,3,4}7 U10={3,4,5};

H,: U 2{3}, U2={2,5}, U3={4,5}, U4={2,3,4};

Hy: U ={1}, U,={2}, U3 ={3}, Us={4}, Us={1,6}, Us={2,5}, U; ={3,5},

Us ={4,6}, Uy ={1,3,4}, Ujp={2,3,4}, U, ={3,5,6}, Ui, ={4,5,6},
U13={1,2,3,6}, U14={l72,4,5};

Hy: U= {]}’ U= {2}7 Us = {4}7 Us= {275}? Us = {2’6}’7 Us = {3’5}’7 U= {376}7
Us = {4,5}, Us = {4,6}, Ujo = {1,2,3}, Uy = {1,3,4}, Up» = {3,5,6},

Uiy = {1,2,4,5,6};

Hs: U ={3,4}, U, ={3,5}, Us={1,4,5}, Us={2,4,5};

Hg: U 2{1,5}, U2={1,6}7 U3={2,4}, U4:{2,6}, U5={3,4}, U6={3,5},U7={17475,6},
Us = {2,4,5,6}, Up = {3,4,5,6)

Hy: U =1{2), Us=1{3.4), Us={3,5}, Us={1,4,6}, Us = {1,5,6}, Us = {2,4,5},

Us = {3,4,6), Us = {3,5,6}, Us = {1,2,3,6}, Upo = {2,4,5,6);

Hg: U :{1}7 U2:{2}v U3:{3}a U4:{176}7 U5:{177}7 U6:{234}7 U7:{235}7
Ug={3,4}, Ug={3,5}, U10={176,7}, U 2{2,4,7}, U12:{2,5,7}, U13:{374,6},
U14={3,5,6}, U15={1,273,6}, U16:{1,2,377}, U17:{1,4,6,7}, U13={1,5,6,7}7
Uo = {2,4,5,7}, Usy = {3,4,5,6}, Usy = {1,2,3,4,5}, U», = {2,4,5,6,7},
U23={3,4,5,6,7};
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Hy: U= {1}’ U, = {3}7 Us = {1a7}7 Us= {274}7 Us= {275}3 Us = {2’6}3 U= {374}v
Us = {3,5}, Us = {3,6}, Upo = {1,2,3}, Upy = {1,4,7}, U = {1,5,7}, Uj3 = {1,6,7},

Uis ={2,4,5}, Ujs ={2,4,6}, Uig =1{2,5,6}, U7 ={3,4,5,7}, Uis ={3,4,6,7},
Uy ={3,5,6,7}, U ={2,4,5,6,7}, Up1 ={3,4,5,6,7}, Unp ={1,2,3,4,5,6};

Hyo: {j}, {1,j} 4<j<n), {2}UT, {3}UT (axo je n="1, 20e je T bunao xoju cxyn (mozyhe u
npasan) memena cmenena 1), {1,2YUT, {1,3}UT (axo je n=11, 20e je T b6uno xoju ckyn
(mozyhe u npasan) memena cmenena 1), {2,3YUT,_s (20e je T,_s 6unro xoju ckyn 00 n—35
(n>5) memena cmenena 1), {1,2,3}UT,_7 (20e je T,—7 b6uao xoju ckyn od n—7 (n>17)
memena cmenena 1).

Iokas. Y cayuajy rpagosa H) — Hy IMpEKTHUM padyHOM (3aCHOBaHMM Ha TeopeMu O PEKOHCTPYK-
uuju) nobujamo HaBemeHe Basbane ckymose. (Tu rpadosu umajy rkoHadan 6poj TeMeHa, a TUMe U
KOHauaH OpOj KaHIMAaTa 3a BajbaHe CKYIOBE.)

Y cnyuajy rpada Hip Bassane ckynoBe onpebyjemo npumenom IIIBenkose popMmye.

IIpernocraBumo mHajupe ma ckyn U canpsxu camo TeMeHa creneHa 1 rpada Hyp u HeKa je u meMmy
omrosapajyhe reme. IIpumenom Illsenkose ¢popmyne (y cayuajy H = Ho(U), v=u) nobujamo jexn-
HAKOCT

Pyw)(1) =Payg(1) = Y Pyg—(1) =2 Y. Pyyw)-c(1).
welU Ce%(u)

Bynyhu na sase jemmaroct Py (1) = —4, Py,-w(l) = -4 (w e U) u Py w)-c(1) =0, C € C(u), 3a-
Kbyuyjemo na Baxu u Py p)(1) = —4+4k. Oryma jemmaroct Py, y)(1) =0 Bamm ako m camo ako
Baskn k= 1. [axiue, axo je U BajbaH CKyI KOjU CaIp:KU caMO TeMeHa creneHa 1 rpada Hjp, opna je
on obnuka {j} (4<j<n).

Heka canma ckyn U canp:xu HajMame jemHo teMe tpoyriaa onpebenor ckymom temena {1,2,3} u
k Temena cremena 1 rpada Hjp, npu uemy Moxke Baxkutu u kK =0. Herxa T o3mavaBa ckym on k
nomeHyTHx TeMeHa. Ykonuko cy {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3} u {1,2,3} penom remena Tpoyria
Koja mpumanajy ckymy U, nobujamo ma je Py )(1) jemmaro penom —4+4k, —7+n, —=7+n, —11+n,
—114n, =5—k+nu —7—k+n. Ilomro Basku PHIO(U)(l) =0, nobujamMo cBe TpaskeHe BaJbaHE CKYIOBE.

OBuM je Teopema JOKa3aHA. |

2.3.3 Maxcumanau rpagoBu

Ompebyjemo cBe H—MakcuMmasne rpaoBe KOJU MMajy HEKe OJ *—KOMILIeMeHATa (3a COICTBEHY
Bpeanoct Ay = 1) uz Teopeme 2.9.

Hajope memoHCcTpuUpaMo TEXHUKY *—KOMIIEMEHATA y CIydajy Kada je sx—KoMmMmiaeMeHT H m3omMop-
¢an HekOoM o rpadosa Hs u He.

Teopema 2.11 ITocmoju jeduncmeen MakCUMAnar 2pad “uju je *—KoMNAEMEN 30 CONCMBENY 8PEOROCT
A =1 epag Hs (uru Hg).

Ioka3. Y ckmany ca Teopemom 2.10, mocroje TayHO UeTHUpU BajhaHA CKyIa y CiIydajy rpada
Hs. JemmocraBuo yrBpbyjemo ma cy cBaka mBa OJ HUX KOMIATUOWJIHU, T€ MOCTOjU jeAUHCTBEH
MaKCUMaJlaH rpad.
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CinnyHO, TMOCTOjU TAYHO MEBEeT BajbaHUX CKymoBa y ciayuajy rpada Hg. IloHoBO, mupekTHUM
pauyHOoM yTBpDyjeMmo na cy cBaka nBa O HBUX KOMIATHOMIIHY, IMTO HA ONET JOBOAU IO jeOUHCTBEHOL
MaKCHMAaJIHOT T'pada.

*—CKynoBu oba nmobujeHa MaxkcuMajigHa rpada cagp:ke CBa TEeMEHa KOja OIroBapajy BaJbaHUM
crkynoBuMa. OBHUM je TeopeMa IOKa3aHA. |

Hamowmena 2.7 Cuene Hexku nonanu o rpadoBuMa qo0OUjeHUM y nperxonHoj teopemu: [IpBu je jako
perynapan rpa¢ (cremena 4) pema 9. Hberos cmexrap je [4,14 —2%. Ipyru rpa¢ je pena 15 u on
je, Takobe, jaxko perymnapan (cremena 6). Hberos cmekrap je [6,1°,—3%].

Kopumhemem Beh nomenyre 6ubauorere SCL (ITornornasime 2.2.3) nobujamo pesyarare KOju Cy
CyMUPaHU Yy HapenHO] TEOPEMU.

Teopema 2.12 Y sucmu xoja caedu, 0amu cy HEU3OMOPPHHU MAKCUMAANY 2DaPosl Koju UMajy * —KoMn.ae-
menwm H 3a concmeeny apednocm Ay =1, ede je epad H usomopgan nexom 00 epagosa Hy —Hs w Hy — Hy.
Y3 cearu epad damu cy caedehu nodayu: bpoj memena, bpoj usuya, cNEKMAp U 8AHAHU CKYNOBU.

H1:

Gi: 17, 12, [3.65,12,—1?,—1.65,-2]; Uj, Us.
Gy: 8, 11, [3,13,—12,-22%]; Uy, Us, Us.
Gy: 10, 15, [3,1°,=2%; Ui, U, U3, Us, Us.

Hz:

Gy: 6, 8, [2.90,1,0,—0.60,—1,-2.29]; Us.
Gs: 8, 12, [3,13,—13,-3]; Uy, Us, Us.
Hs:

Gg: 10, 20, [4.37,1*% —12,—-1.37,-2,-3]; Us, U, Uy, Uss.
Gy: 12, 24, [4.27,15 —1,-2%,-3.27]; Ui, Us, Us,U;, Upa, Upy.
Gg: 16, 40, [5,1'°,=3%; Uy, U, Us, Uy, Us, Us, Us, Us, Uy, Una.

Hy:

Go: 10, 16, [3.70,1%, —13,-2,-2.70]; Us, U;, Uig, Uy1.
Gio: 12, 24, [4.27,15,—1,-23,-3.27); U4, Us, Us, Uy, Uy, Uss.
Gi: 16, 40, [5,1'°,=3%; Uy, Uy, Us, Uy, Us, Us, Uz, Us, Us, Upa.

Gi3: 10, 21, [4.46,1% 13 ,-2.46,-3]; U, Us, Uy, Uy.
Gl4: 157 457 [67197_35]; U17 U27 U37 U47 U57 U67 U77 U87 UIO'

Gis: 14, 37, [5.77,17,—1?,-22,-2.77,—4]; Uy, Uy, Uz, Uiz, U,
Uis, Uis-

Gig: 18, 57, [6.66,1'1,—1,-3% —4.66]; Uy, Us, Us, Uy, Us, Uy, Uyr,
U187 U197 UZO; U21-

Gi7: 27, 135, [10,1%,=5%; Uy, Us, Us, Us, Us, Us, Uy, Ug, Uy, U,
Un, Uz, Uiz, Uis,Uy7, Uig, Uig, Uz, Usz, Uns.

Hg:
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Gig: 18, 57, [6.66,1',—1,-3% —4.66]; U;, Us, Us, Uyy, Ura, U3,
U4, Uis, Uis, Un, Un.

Gio: 27, 135, [10,1%,-5%]; Uy, Us, Us, Uy, Us, Us, Uq, Us, Uy, Uy,
Uiz, Uiz, Uis, Uis, Ui, Uiy, Usg, Urg, Uz, Uzy.

Hamowmena 2.8 I'padosu Gz, Gg, Gi1, G4, G17 u Gy9 cy jako perynapau. Ilomarao, rpad Gz je
nosuat kao Ilerepcenos (J. Petersen) rpad; rpadosu Gg u Gij Cy M30MOP(YHU DAHUjE ITOMUHAHOM
KaebmosoMm rpagy. Caemehum maposu rpadosa G; u Gy, Gg u Gi1, Gig u Gig kao u Gi7 n Gy
Cy M30MOP(MHU — Te, CTOra MMAjy PA3JIUYUTE YHUIUKINYKE *—KOMIIJIEMEHTE 33 COICTBEHY BPEIHOCT
Ay = 1. Tarobe, rpadosu Gi7 u Gig cy uzomopdpuu rpady uz Hamomene 2.5.

Ipo6aem onpebusama Hip—MakcuMaaHux rpadoBa 3a COICTBEHY BPEIHOCT Ay = 1, 3a cama, ocraje
OTBOPEH.



I'imaBa 3

I'padosu ca uarerpamanMm (J—crekrpoM

Pasmarpamo npobiem onpebuBama Q-unTerpansnux rpadoBa, TO jecT rpadoBa ca MHTErPAJIHUM
crexkrpoM HeHeratuBHe JlammacoBe marpune. Ogxppebyjemo cBe TakBe rpaoBe KOX KOjUX je Mak-
cuUMaJIaH CTENeH MBUIe jemHak yerupu. lakobe, majemo m onpebene pesysrare y ciaydajy Kanga je
MakcuMaJian creneH usuie jemaak mer. Omxpebyjemo m cBe moeszane Q—wuHTerpaJHe rpagdoBe Koju
nMajy HajBUIIE NeceT TeMeHa, Te HajeMO HeKe NOoJaTHe IMOATKe U KOMeHTape O TAaKBUM I'paoBUMA.
Hanocnerky, nucruuemo Heke rpadoBe ca MHTEPECAHTHUM CIIEKTPAJIHUM OCOOMHAMA.

3.1 IlocraBka mpoOJieMa M MO3HATU PE3YJITATHU

Ilo cama cMO ce OaBMJIM MCKJbYYMBO yobumdajeHUM cmekTpoM rpaga G KOju CMO MAEHTU(PUKO-
BAJIA Ca CHEKTPOM merose marpuine cycenctsa A (=A(G)), To jecT ca HysraMa HEroBOI KAPAKTEPUC-
tuunor nosuaoma Pg(A) =det(Al—A). Ako cy cBe concrBeHe BpeaHocTu (MaTpuUle CycencTsa) rpada
nenobpojre, Tama 3a rpad KakeMO Oa je unmezpaaan. Y KOJIUKO yMEeCTO Marpuie A pa3Mmarpamo,
Tako3Bany, Jlammacosy marpuny L=D —A, rae je D nujaronaJjHa MaTpUlla Yuja TIaBHA OUjarOHAJIA
canp:xu crenene teMmena rpada G, nobujamo Jlanaacose concmeerne epednocmu u Jlanaacoe cnexmap
(kopuctu ce u Tepmun L-cnexmap) rpada G.

Hera je R (= R(G)) marpuna naunnerimje rpada G (popmara nxm) n ozaaunmo ca L(G) nmuHnjcrn
rpad rpada G. Crnenehe penammje cy mobpo mosnare (Bumeru, Ha npumep, [16]):

RTR" =A(G)+D, R'R=A(L(G))+2I,

OJAaKJIe jeTHOCTABHO CJEAUN jeTHAKOCT

Pric)(A) = (A +2)""Q6(A +2), (3.1)

rie cy n m m pemoMm 6poj TemeHna u usuna rpada G, mok je Qg(A) = det(Al — Q) rapakTepucTUIHN
noauaoM matpure Q = A+ D. Marpumy Q, meHe CONCTBEHE BPETHOCTU U HEH CIEKTAp HA3WBAMO

47
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penom nenezamuena Jansacosa mampuua', concmeene epednocmu nenezamushe Jannacose mampuye
u cnexmap nerwezamuene Jlanaacose mampuye (y oHOMe WTO caeau, kopuctuhemo TepyMun Q—cnexmap)
rpaga G.

C 063nupom na je maTpuna Q MO3UTUBHO ceMuaepuHNTHA, Q—CIeKTap Ccaap:Ku HeHeTaTUBHE BPEI-
Hoctu. lllraBume, HajMama COICTBEHA BPeNHOCT Marpure ¢ MOBe3aHOT rpada jedHaKa je HyJIH aKo
Z caMo ako je Taj rpa¢ OMmapTUTAH; Yy TOM CIAydYajy HYJIa je jeOHOCTPYKa COICTBEHA BPEMHOCT
(Bumern [16], Cras 2.1).

Yronuko L—cmexrap (0QHOCHO, Q—CHEKTap) HEKOT Ipada Caap:Eu caMo nejlo0pojHe BPemHOCTH,
Tana 3a Taj rpad kaxkemo ma je L-uwmeemanan (ommocHo, Q—unmeepasan). IIpobiem onpebusama
vHTerpajHux rpadosa nocrasibeH je y [27] u Ha TOM mosmy moctoje 3HauvajHu pesynratu. CaumdnHo
BaskM U 3a L-maTerpasne rpadose (Bunetn [31], rae je nart nperaen pesynrara). C npyre crpane, O—
MHTerpajgHu rpadosu, I0 cala, HUCY N3ydaBaHu (mTaBuine, HA caM Q—CIeKTap HUje MHOTO U3yJaBaH
— 3HAYAJHUjU pe3yaTaTy cyMupanu cy y [16]).

ITo3uaro je ma yKonmKO je Heku perysiapas rpa¢ HTerpaJaH y CMUCIY OMIIO KOT O TPU HaBeeHa
CHEKTpAa, OHIA je OH MHTErpaJiaH U y CMUCIy Ipeoctana asa cuexrpa (Bumetu [16], Ilormasme 3).
Ha npumep, cBaku KoMmierad rpa¢ je MHTerpaJian y CMUCILY CBa Tpu cuekrpa (Buzeru u Jlemy 3.4
koja cremu y Iornasmy 3.3). Tarkobe, ykonuko je G Gumapruran rpad, oHAA je Heros Q—CHeKTap
MIEHTUYAH HerOBOM L—crnekTpy (I0Ka3 moCToju Ha mocTa MecTa, BUAETH, Ha npuMmep, [23]), ma crora
BasKkM na je Oumio Koju Oumapruran rpad L-UHTerpaJiaH ako U CaMO ako je Q—MHTerpaJjiaH.

Caza HABOAMMO HEKe KOHKDETHUje Pe3yJiTare KOju ce TUYy MHTerpaiHux rpadosa (y CMUCILY yoO-
fbuuajeHor cuekrpa), koje kacHuje kopuctumo. CBU MHTErpaiHu rpaoBU KOJ KOJUX jé MAKCUMAJIAH
cremeH TeMeHa HajBumme Tpu cy mosHaru (Bumetu [11], [5], [7] n [36]); Tauno mBamecer om ®mUX Cy
moBe3aHu rpagoBU, a TPUHAECT IOBe3aHUX rpadoBa cy u peryiapau. Taxobe, onpebenu cy u cBu
HEeperyJapHA UHTErPAIHA IPa(OBU KO KOjUX jeé MAKCUMAJIAH CTENEH TeMEHA jeHAK YeTupu (BUIaeTn
[41] u [29]); Tauno 106 ox wux cy noBe3aHu rpadoBU, NOK CY TPUHAECT IOBE3aHUX rpadoBa U HeOU-
naprutHu. [locroju mocra pesynrara kKoju ce omHOce HA 4—peryiapHe UHTerpaJHe rpagose (BumeTu
[20], [48] m [49]), amm Taj ciaydaj jom yBEK HMje y MOTIYHOCTH pemeH. HamocieTky, mosHaTu cy
Y CBU MHTErpaJHu rpadoBU KOjU MMajy He BuUle o1 mecer TeMeHna (Bumeru [1]); tauno 150 raksux
rpagoBa Cy IIOBe3aHU.

Hapenmuu pesynratu m tepMunosoruja cy npeyseru u3 [16] (Bumerm Iloraasme 4, a moceGHO
Teopemy 4.1 u Iocnenune 4.2 u 4.3). Hoayusuuna wemma® nyxune k yaytap rpada G je aarepHu-
pajyhu HU3 v, e1,Vv2,€2,...,Vk, €k, Vk+| KOJU CE CACTOJU O TEMEHA V|,V2,...,Vk4| U UBULA €],€3,...,€; TAKAB
na cy, 3a 6uso kojy Bpemuoct i (i=1,2,...,k), (He 06aBe3HO pa3nuuuTa) TEMEHA V; U Viy| UHIUICHTHA
vBunu ¢;. Hanomenumo na cy y cayuajy(yobuuajene) wemme yayTap rpada G IBa TEMEHA V; U Vi
(i=1,2,...,k) obasesno pasnuuura. Yroauko je Q memeratusHa Jlamnacosa marpuna rpada G, onna
je xommonenTa (i, j) Marpune OF jemnaka 6pOjy MONYMBUUYHMX MIETEHN KOje MOJIA3€ U3 TEMEHA | U 3a-
BpmaBajy ce y Temerny j. Hera je Ty =YY" uk (k=0,1,...) k-mu cnexmpaarnu momenm Q-cnexmpa (ca
Ui, U, ...,y CMO O3HAUMIM concTBeHe Bpennoctu Matpune Q). Tana je T; jemnaxo 6pojy 3aTBOpEHUX
(mounmy ¥ 3aBpmAaBajy Yy MUCTOM TEMEHY) HMOJyUBUYHUX meTHU ay:xkube k. IloceGHO, yromuko rpad
G uma n TeMeHa, M UBUIA, ! TPOYTJIOBA U aKO CY CTENEHU HEerOBUX TeMeHa penoM di,da,...,d,, oHxa
Baske caenehe jemHaKOCTH:

n n n n
To=n, Ty=Ydi=2m Th=2m+Yd, T3=60+3Yd +Y d. (3.2)

=1 i=1 i=1 i=1

Yengl. signless Laplacian matrix.
2engl. semi-edge walk.
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3.2 I'padoBu ca orpaHUUEHUM CTENIEHMMAa UBUIIA

3.2.1 MaxkcuMmaJian cTeneH MBUIle HUje Behu om uyeTupu

Osraunmo ca £ u &/ pemoM CKyIOBe CBUX MOBe3aHUX Q—WHTErPAJHUX, OMAHOCHO WHTETrDAJHUIX
rpadoBa. Tana Baxu cireneha mema.

Jlema 3.1 Axo eamcu H € {K;3,K3}, onda nocmoju unjexmusno npecaukagane f: Q\{H} — o7 .

Joxa3s. 3a csaku rpad G € Z\{H} mnepunumemo f(G) = L(G). VHjekTUBHOCT mpeaukasama f cienn
13 YumeHnIe Aa YKOIUMKo ¢y G u Gy mosesanu rpadosu, ouna L(G) = L(Gz) Ba:xEkM ako U CaMo ako
Bakn G = Gy nimu {G1,G2} ={K13,K3} (Bumernu [17], Teopema 2.1.6). OBum je nmema moxazana. W

Hamnowmena 3.1 IlpecaukaBame f u3 nperxonme jeMe HUje OUjeKTUBHO, OymaynNu ma mpou3BOJLAH WH-
TerpaJian rpa¢ He Mopa 6buruy nuaujcku rpa¢. IIpema Ttome, nocroju 1—1 xopecnonnernuja usmebhy
cBux rpagosa mn3 ckyna Z\{H} u nuHUjckux rpagoBa m3 ckyna & (DOK CKyN &/ CANP:KUA U HEKE
npyre rpadose u3y3eB JuHUjCKUX ). TO Hac MOTHMBUINE Ha KamKeMO Ha je 0cobuHa (Q—UMHTErPAJHOCTHU
rpagosa pebe npucyrua on uarerpanuoctu. (Ayropu y [16] HamoMumy na 6 CIUUHO MOTIIO BasKUTHU
u 3a kocnekrpasgHe rpadose. I[llrasume, mokazano je ma je mehy rpacdosuma pena me Beher on
jemanaect 6poj Q—KOCHEKTPAJHUX I'pagoBa CTPOro Mamy 01 Opoja KOoCHeKTpalaHux rpagosa.) Ha-
CYyIIpOT TOMe, CBaka 3Be3na je Q—umHTerpasad rpad (anu He Mopa OUTU UHTErpajaH).

Y onome mto cienu, ca deg(e) ozHauaBaMo cmenen usuue e (To ject, 6POj UBULA CYyCeTHUX WBUL
e), rae je e npousBossHa usBuna rpada G. Takobe, kaxemo na je rpad G usuuHo—pezyaapaH YKOIUKO
CBe H-EIOBE MBUIE UMAjy UCTU CTEIECH.

Teopema 3.1 Yxoauko je G nosesan Q-unmeepasar 2pad K00 K020 MAKCUMAAGH CMENEH UBUYUE HUje
seliu 00 mpu, onda je G jedan 00 caedehur ocam epadosa: Ky, Kr, K3 (=C3), C4, Cs, K13, K23 w Hy (ca
Cauxe 5).

JHoxa3. Ilowmro je rpap G Q—wmurerpasan, ciaemu ga je rpa¢ L(G) narerpanan. ame, 6ynyhu na
je rpad G moBesaH ca MaKCUMAJHUM CTemeHOM umbure He Behum onx Tpum, cnemu na je L(G) mosesan
rpa¢ ca MakCUMaJHUM CTeneHoM TeMmeHa He BehimMm on Tpu. Kao mro cmo mamomenynu y IlormaBmy
3.1, TauHO OBamECcET MOBE3aHUX I'padoBa Ca MaKCHMAJIHUM CTEIEHOM TEeMeHa TPHU Cy WHTErDaJIHU.
HuperrauMm pauayHoM, yTBpDyjemMo ma cy camo ocaM o mux auHUjcku rpadosu. ['padoBm u3 Teo-
peme cy BUXoBU KOopeHCku rpadosu. OBUM je NOKA3 3aBpIIEH. ]

Ipumerumo na Baxku H; = S(K4), rme je S kKapakTepucTUUHA O3HAKA 3a CyOmuBu3ujy rpada;
noacehamo, cybmuBusnuja rpada G je rpad roju ce mobuja 3aMeHOM cBake mBuie rpada G myreMm
nmyskune nsa (koHcyarosaTu, Takobe, [9], cTp. 16).

Ha canuan maune noka3yjemo u ciaenehly teopemy.

Teopema 3.2 Ykoauko je G nogesar usuuHo—repeeysapar Q—unmezpaiam 2pad wuju je Maxcumanar cme-
new usuye jednax wemupu, mada je G jedan 00 caedeha dsa zpada: Hy uw Hz (ca Cauxe 5).

Hoxas. Ilpumerumo majupe ma je L(G) mosesan Heperysnapad rpad umju je MAKCUMAJAH CTENEeH
TeMeHa jemHak yeTupu. Kao mro cmo Beh mamomenysu, moctoju Tauno 106 mHTErpajHUX MOBE3aHUX
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HeperynapHuX rpadoBa 4ymju je MakCUMAaJaH CTeleH TeMeHa jenHak detupu. Meby Ttum rpagdosuma,
OMIapTUTHY HUCY UHTEPECAHTHU 3a Halle pa3Marpame. Hawmme, cBaku o Tux OunapTuTHUX rpadoBa
canpsxu rpad Kj4 kao MHAYKOBaHU noarpad, te He Moske Gury muuujcku rpad. (Ilosmaro je ma
HUjeNaH JIMHUjCKU Ipad He Moxke canpxary K3 (ma TuMe Hu Kj4) Ka0 MHIYKOBAHW mOArpad —
sunetu [32].) Ilpeocraje Tauno TpunaecT HEOMOAPTUTHUX HEPETYJIAPHUX WHTErPAJHUX IpadoBa
YMju je MAKCMMaJIaH CTEIeH TeMeHa jenHak yetupu. lupexTHuM padyHOM, yTBpDyjemo ma cy camo
[Ba O[] BHLUX JUHUjCKU rpadosu. ['padoBm u3 Teopeme cy BHUXOBU KOpeHCKU rpadosu. OBuM je mokas
3aBpIIEH. |

TRl

H, H, H; Hy
Cimka 5. Q—uHTrerpannau rpagosu u3 Teopema 3.1, 3.2 u 3.3.

ITo cama cmo onpenunn cBe (Q-uHTerpasHe rpagoBe G UmMju MaKCHMAaJaH CTEIEH WUBUIE HUje
Behn on wermpm, u3yses OHUX uUMju Cy JAUHU]CKU Tpadosu 4—perynapuu. llosmato je (Bumeru, HA
npuMep, [26]) ma je auHUjCKM rpad peryiapaH ako M CAMO aKO je HeroB KODEHCKU rpad peryiapan
niayu ceMuperynapas ounaptutat. ((r,s)-cemupezysapar dbunapmuman 2pad je GunapTuTas rpad Kox
KOI' Cy CBa TeMeHa jenHe IapTULNMje CTemeHa r, a Apyre cremena s.) Jlakie, jom npeocraje zxa
onpemuMo Q—uHTerpanse rpadose G koju cy 3—perynapuu unu (r,s)—CceMuperyjaapHu OUIapTUTHU,
roe je r+s=06. Y OpYyroMm ciIy4ajy BayKu Hu:

m m m(r+s)
n = —
,

, lp=—, n=n+n=———"/, (33)
A rs

rme cy nj m np OpPOjeBM TeMeHa y CBaKO] O mapTumnuja rpada, IOk je m 6poj uBuma rpada.

Y HapenHO] TeOpeMU KOMIIJIETUPAMO JUCTY IOBe3aHMX (—MHTErPaJHUX rpadoBa YUjU je MaKCU-
MaJiaH CTEeleH uBule (MAKU WIN) jeIHAK YETUDH.

Teopema 3.3 Vioauro je G nosesan usuuno—pezyaapar Q—uNmMezparak 2pad “uju cy cmeneny usuya
Jjeonaru wemupu, onoda je G uau jedan 00 MPUKAECM NOBE3ANUT 3—PE2YAAPHUT UNNEZPANHUT 2PaPo6a ual
jedan 00 caedefia mpu epaga: K5, Ko v Hy (ca Cauxe 5).

Ioka3. Yronuko je G moBe3aH peryiapan (-WHTerpaJaH rpad, OHZa OH MOpa OWUTH jemaH On
TPUHAECT NMOBE3aHMUX 3—PeryjapHux wHTerpasHux rpadosa (momcehamo ma je perymnapan rpad uH-
TerpaJial ako U caMoO ako je Q-MHTEerpaJiaH).

IIpernocrasumo cana na je G (r,s)—cemuperynapa OUIAPTUTAH rpad, IpU deMy Baku r+s =6
(ur#s).

Yromuko Baku r =1, s =5, ouna Baxu G = K5 (momcehamo, cBaka 3Be3na je Q-MHTerpajaH
rpagd).

Ykouuko Basku r =2, s =4, ouna je G mose3san (2,4)—cemuperynapad OUIapTUTaH rpad, IOK
je L(G) noBesan 4—perynapan rpa¢d. M3 jemmakoctu (3.1), ommax cuaemm na Q—cnekrap rpada G
mva o6k [0,19,28,3¢.44 5¢ 6]. Nmajyhu y Buny jemmaroctu (3.2) u (3.3), monasumo o ciemeher
cucrema nodanrosux (Atédavtog) jennaumna:
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3
a+b+c+d+e+2 = Ty = Zm
a+2b+3c+4d+5e+6 =TT = 2m
a+4b+9c+16d +25¢+ 36 = 1T = 8m
a+8b+27c+64d+125¢+216 = T3 = 38m
PemaBamem ropmer cucrema mobujamo: b= —4a—+ 3m 9, c=6a— 2m—|— 16 d = —4a+ %m—9, m=a.
Byﬂyhn na Baxku c,d > 0, mobujamo mejemnakoctu m < 3a+8 u m > a+ . IIpema Tome, Basku u

5 a+ 36 <3048, omaxne caemu a < 4. Ilame, Hejemuakoctu ¢ >0 u a < 4 mosmaue m < 20. C ampyre
CTpaHe, MOIITO BayKU N = %m, 3akmydyjemo na 4 mopa meauru m. akiae, Baku m € {4,8,12,16,20}.
Jennocrasuo 3akmyuyjemo ga cayuaj m =4 uuje moryhi. Ilrasume, 3a m € {12,16}, Bpennoctu ¢ u
d He MOry OuUTH MCTOBDEMEHO HeHeraTwpHe. JlMPEKTHOM IPOBEPOM IPEOCTAIUX CIydajeBa KOju ce
nobujajy 3a m € {8,20}, nobujamo nsa Q-uurerpanna rpapa: Kr4 u Hy.

OBuM je moka3 3aBpIIEH. |

Ipumerumo na Baxu Hy = S(Ky), 10 ject rpad Hy je cybmususuja rpada K.

Cymupajyhu nperxomne pesynrare monaszumo no cienehie reopeme.

Teopema 3.4 Ilocmoju maurno 26 nosezanuxr Q—uNmezpasnus 2paoea “wuju MAKCUMAAAH CMENEH UBUYE
nuje eehu 00 wemupu.

3.2.2 MaxkcumaJjial CTEIl€eH UBUIE jeqHAK HeT

Y oHOMEe WTO Cciemu, MaskKEky HeMO yCMEepUTH CaMO Ha WBUYHO-peryJapHe rpadose. Hajmpe
nokaszyjemo cienehiu (ommru) pesynrar.

Jlema 3.2 Hexa je G (r,s)—cemupezyaapar Ounapmumar 2paf Koju uma n MeMena, m usuua U Koju
cadpacu q wemeopoyzaosa u h wecmoyzsosa. Tada, 3a cnexmpaane momenme Ty, Ts u Tg Q—cnexmpa
epada G, eaxce caedehe jednarocmu:

= (r +53+4(7 +5 )—&—2(1’—|—s)—|—4rs—2)m—|—8q7 (3.4)
= (r +5(r 417 — )+s4+5(s3+s2—s)+5rs(r+s+2))m+20(r+s)q (3.5)
= (r +8+6(r* +5H) 9P +5°) =7 +57) —6(r+5+rs) +6rs(r* 4+ 5> +rs)+

21(r%s+ 5%r) —|—4)m+ 12(3(r2—|—52) +2(r+5) —|—4rs—4>q+ 12h. (3.6)
Ioka3. Paszmorpumo Hajupe cuexkrpasau MOMeHT Ty. JemHOCTaBHO moOMjaMO jeoHAKOCT
Ty = rQ* = tr(A + D)* = tr(A* +4A°D + 4A’D* + 4AD* + D* + 2ADAD), (3.7)

KOja CJIeU U3 YUieHulle Aa jenHakoctT trMN = trtNM Basku 3a 6uio Koje aBe (KoMnaTuOuIIHe) MaTpUIe
M u N. Hame, nobujamo trA3D = trAD? = 0 (momro je G Gunapturas rpad). JUpekTHUM pauyHOM
nosazumo 1o jennakoctu rA’?D? =Y d3, uD*=Y" | d}. Byayhu na sazu jennaxoct DAD = rsA (mto
ce jemHOCTABHO mpoBepaBa), mobujamo trADAD = rsY} ,d;. Pauynamem Gpoja 3aTBOPEHUX IIECTHU
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Ny:KUHE YeTUPU U HBUXOBUM CyMupameM mobujamo trA* = ;’zldl-z—l—ﬂ’:ld,-(di —1)+8¢q, rue ce upsu
WIaH JeCHe CTPaHe NMPETXOMHE jeIHAKOCTU OJHOCU Ha IMIETHE Iy:K WBUIE WHIUACHTHE TOJIA3HOM
TeMeHy, APYTU Ha IMeTHe Iy:K MyTa Ny:KUHe OBa, a Tpehu Ha meTHe Ay 4eTBOPOyTJIoBa.

3aMeHoM nobujeHnx BpemHocTu y jeaHarocT (3.7), re kopumhemem jemmakoctu (3.3), nobujamo
jemnarocr (3.4).

Pasmorpumo cana cnexkrpasauu moMment T5. IIlpumerumo majmpe ma jeiHaKOCT

trA*Do=* =0,
BayKU Kal oA je k HemapHO, Kao u na Baku DAD = rsA. Ilajbe, CIMYHO KA0 M y IPETXOTHOM CIYUajy,
JOJIA3UMO M0 jeTHAKOCTU

Ts =trQ° = tr(A+ D)° = tr(5A*D +5A%D* + D° + 5rsAD). (3.8)

JlupexTHrM paduyHOM nobujamo ma Baxu trA’D? = ;’:ldf‘, trD’ = ;’:ldf u tA2D =Y dl.z. Konauno,
CBaka KOMIOHEHTA IJIaBHE qujaronaJe mMarpune A* mva oGimk dl-z—l—di(dj —1)42g;, rne cy d; u q; crenen
TeMeHa U OpOj 4eTBOPOYTJIOBa KOju canp:ke oArosapajyhe Teme, Ok je dj cTemeH CyceqHOT TEMEHA.
(ITpakruuno, Baxu d;,d; € {r,s} u d; #d;.) Cauuno, cBaka KOMIIOHEHTA IJIaBHE IUjarOHAJE MAaTPHIE
D je (mapasmo) d;. Crora, Bawu Hu3 jemmakoctu tA*D =Y | (d? +di(d;— 1) +2q;)d; = Y1 (d? +di(d; —
1)d; +4(r+s)q.

3ameHoM nobujeHux BpemHocTu y jeanarocT (3.8), re kopumhemenm jemnakoctu (3.3), nobujamo
jemmaroct (3.5).

Pasmorpumo mamocnerky cnekrpasau MomenT Tg. CiuvyHO Kao u panuje, Hajupe mobujamo jen-
HAKOCT

Ts =trQ® = tr(A+D)® = tr(A® 4 6A*D? + 6A%D* + D® + 6rsA* + 6rsAD?

+3r%5%A% + 3A’DAD). (3.9)
JIMpeKTHUM padyHOM IOJA3MMO 1O jemHaxocTu trA?D* = f’zldf u trDS = ?zldf’. Bpensoctu trA*
u trA’D? cy mspauyHaTe y TPeTXOTHOM meny AoKaza, a Baxkw u trA? =Y  d;. Jlame ciems HWU3

jemmaroctu ttA*D? =Y | (d? +di(d; — 1) +2¢;)d? = Y1 (d? +di(d; — 1))d? +4(r* +5?)q, Te npeocTaje na
uspagynamo BpemaocTu trA® u trA?DA2D.

Pasmorpumo Hajupe Bpemaoct trA®: Pauynamem 6poja 3aTBODEHNX MIETHN Ly:KUHE IMECT U HIU-
XOBUM cymMmpameM nobujamo jexaaroct trAS =Y d? +3Y"  di(d;— 1)+ X1 di(d;—1)(d;j—2)+3 Y di(di—
1)(dj—1)+24(r+s—2)q+12h, rue je d; cremen oarosapajyher remena, HOk je dj CTeIeH HeroBOr
cycena. IlpBu unan mecHe cTpaHe NPETXOMHE jeTHAKOCTU C€ ONHOCHU Ha IIeTHe IysK WBUIE WHIU-
IEeHTHe MOYeTHOM TeMeHy, OIPYIU Ha IIeTHe Iy:K IIyTa Iy:KUHe nBa; ciaeneha nBa uigaHa ce ogHOCE HA
meTHe Iy:K TPU UBUIE, JOK Ce MOCJIeqmha qBa YWIaHA PEIOM OJHOCE Ha MIETHE Ay YeTBOPOYTJIOBA,
OJHOCHO IIECTOYTJIIOBA.

PasmorpuMo cana Bpenmoct trA?DA%D: Marpuny A’D nobujamo ox MaTpurie A2 MHOMKEmEM CBaKe
HeHEe KOMIIOHEHTE PA3JIMYNTe O HyJle C& F WK § Y 3aBUCHOCTHU OJ] MO3ULKje T€ KOMIOHEHTe (HauMe,
MHOKUMO je ca r (OJHOCHO, ca §) YKOJIUKO OHA MPHUNANa BPCTU U KOJOHU KOje OATOBAPAjy TEMeHy
crenena r (omaocHo, cremena s)). C apyre crpaHe, MaTpUILy DA? nobujamo on marpume A2 Ha
nnentnuan maumu! Crora Baswku AZD :DA2, OJAaKJIe CIEeON jeTHAKOCT AZDAZD :A4D2, a opgatiie
KOHAYHO ¥ jeaHarocT trA2DA%D = trA*D?.

3amenoMm nobujenux BpemuocTu y jemuaroct (3.9), te kopumhemem jemmaxoctu (3.3), mobujamo
jemmaroct (3.6).

OsBumM je gema HOKa3aHA. ||

Crneneha mamoMmeHa je y JUPEKTHOj Be3W Ca OOKA30M IPETXOTHE JIEMe.
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Hanomena 3.2 Jennakoct tr(M—i—N)k = tr(Z{-‘zo (?)M’N"") BaykKM 3a OMJIO KOje IBe KOMIATUOWIIHE Ma-
tpue M,N camo yrommko Basxku k <3 (Ha ocHOBY jemmaroctu trMN = trtNM).

[IpumernMmo ma OuiIo KOju MBUYHO-peryiapaH rpad 4Ynju je CTEneH WBUIA jeTHAK IeT MOpa OuTu
(r,s)—ceMuperymnapan GumapTuTaH rpad, Ipu yeMy Baku r+s=7. Y HapemHUM TeopeMaMa pa3Ma-
TpaMoO CBe ciIydajeBe KOju HacTajy.

Teopema 3.5 Hexa je G nosesan (r,s)-cemupezyaapar bunapmuman 2pad (npu wemy eamxcu r+s="7,r <
s). Yroauko je G Q—unmeepanar epad u axo saxncu r =1 uaur =2, onda je G jedan 00 caedehiuz epagosa:
Kig, Kos u I (ca Cauxe 6).

Iokas. IIpermocraBumo Hajupe na Basku r= 1. 3Be3na K¢ je jenunu mosesan (1,6)-cemuperymnapan
ounapruran rpad. Ilopen Tora, To je m Q—mHTErpasas rpad.

IIpernocraBumo cana na Basku r=2. Heka je G (2,5)—cemuperynapan bunaprurad Q—uHTErpa-
nau rpad. Y tom cayuajy L(G) je S—perymnapan maTerpasan rpad. ¥Y craany ca jemmakomhy (3.1),
Q-cnekxrap rpadga G uma o0JIUK [0,1“,2h,3c,4d,53,6f,7]. Yxonuko rpad G mMa m WBULA U CAAPKA
g yeTBOpOyTIOBa, uMajyhu y Buny jemmaxoctu (3.3), (3.2), (3.4) u (3.5), momasumo mo caenehier
cucrema /lmodhaHTOBUX jenHAUMHA:

at+b+ct+dte+f+2 = T = %m
a+2b+3c+4d+5e+6f+7 =TT = 2m
a+4b+9c+16d 4 25¢+36f +49 = T = 9Im
a+8b+27c+64d +-125¢+216f + 343 = T3 = 50m
a+16b+81c+256d +625¢+ 1296 f +2401 = Ty = 30lm+8q
a+32b+243¢c+1024d +3125¢+7776f + 16807 = Ts = 1866m+ 140q

PemaBamem cucrema, nobujamo: a = f = %(2m+q— 30), b= —%q—l—9, c=d= %(m—l—Zq— 30), e=
%(—3m—5q+90). Bynyhu nma je BpemHocT ¢ HeHeraTtuBHa, 3akmbyuyjemo ma Basku m < 30. C apyre
cTpaHe, n = %m Mopa 6utu 1eo 6poj, ma sasku m € {10,20,30}.

Heka Basxku m = 10. Tana nocroju Tauno jeman (2,5)—cemuperynapan 6unapruras rpad Koju uma
nmecer uBuna u 1o je Kps. Homarso, Taj rpa¢ je m Q-umHTerpasaH.

Hera cana Baykn m = 20. Bynyhu na je BpemsHocT ¢ HeHeraTuBHA U Ha je d meo O0poj, je IHOCTABHO
3aKJ/byUyjeMO na MOpPa BaKUATHU ¢ > 8, HO y ToM ciay4ajy Baxku u e < 0 mro muje moryhe. Ilarie, y
OBOM CJIy4ajy HeMa (-UMHTerpajHuX rpadosa.

Hanocnerky, mera Bawku m = 30. Hajupe, Bawu n =21, nj =6 u ny = 15. Pazmorpumo myarurpad
G* xomeomopdan rpady G (to jecr, mynrurpad G* ce nobuja ox rpada G 3aMEHOM CBAKOL IyTa
Iy’KUHE NBa jeqHOM MBUIOM). Takas MysaTurpad mMa 6 TeMeHa, DeryiapaH je CTeleHa IeT, Te nMa
meTHaecT uBuna. I'pad G nobujamo on myarurpada G* 3aMEeHOM IETHAECT MBUIA IIyTEBUMA Ny KIHE
nBa. Y ommreM ciaydajy G* Moke MMAaTV BUIIECTPYKUX MBUNA M PA3HOBPCHY CTPYKTYpy. Bynyhn
na Baxxu e > 0 mopa BaskuTu ¢ =0, TO jecT rpad G He canp:KU HUjeTaH YEeTBOPOYrao. ¥y TOM CIyYajy,
jemuna moryhuocr je G* = Kg, na je crora G = S(K¢) (cybaususuja rpada Kg). I'pad I je yupaso
nzomopdan rpady S(Ks).

OBuM je Teopema IOKa3aHA. |

Y mapennoj teopemu kKopucTuMmo caenehu, mobpo mosmar, pesyarar (sumeru [28]): 3a mpowms-
BO/baH rpad umja je Marpuna cycenctsa A mocroju mosamHoM P takas ma Baxu P(A) =J, rme je J
MaTpUIla Yhje Cy CBE KOMIOHEHTE jeqHAKe jeAUHUI aKO M CaMO aKO je pa3MaTpaHU rpa¢ IOBe3aH
u perynapaH. Y TOM CIIyd4ajy, BAXKU jeTHAKOCT

_onx—A) - (x— )
P = )
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rume je n pen rpada, a r merosa Hajseha comcrsena BpemHocT, OOk ¢y r = A1, A2, ..., A CBe pazauuute
comncrsere Bpensocty rpada. Osaj monunoM je nosuar kao Xogmaros (A.J. Hoffman) noaurom. Jenua
O]l IMPEKTHUX IOCIIE U TTIOCTOjamba X0YMAHOBOr MOJUHOMA j€ [a 1 Ieau BpeaHocT (r—Ap) - (r—2A).

Jlema 3.3 ITosesan (3,4)—cemupezyrapar dbunapmumar Q—urnmezparar epad uma jedarn 00 Q—cnexmapa
damuz y Tabeau 1. Ceaxa epcma cadpacu 6poj memena, 6poj uBUYA, MYAMUNAUYUMEME CONCMEERUL
epednocmu 0,1,...,7, 6poj wemaopoyenosa (q) u 6poj wecmoyenosa (h).

Joxa3. Cnuuro kao u y nokasy Teopewme 3.5, umajyhu y Buny jemnaxocru (3.3), (3.2), (3.4), (3.5)
u (3.6), nonasumo no creneher cucrema JInopaHTOBUX jenHAUMHA:

7

at+b+ct+d+e+f+2 = Ty = Em
a+2b+3c+4d+5e+6f+7 =TT = 2m
a+4b+9c+16d +25¢+36f 449 = T = 9m
a+8b+27c+64d +125¢+216f + 343 = Tz = 46m
a-+16b+81c+256d + 625¢ 4+ 1296 f 4+ 2401 = Ty, = 25lm+8q
a+32b+243c+1024d +3125¢ + 7776 f + 16807 = Ts = 1422m+140q
a+64b+729¢+4096d + 15625¢ +46656f + 117649 = Ty = 8251m—+ 1596+ 12h

PemaBamem cucrema, nobujamo: a= f = %(—llq—3h+270), b=m= —%q+9, c= ﬁ(—Sq—3h+270),
d = 3c(—2¢—3h+180), m = 3(—14q—3h+360). Iloncehamo ma je nummjcku rpad mosesanor (r,s)—
ceMuperyJjJapHOr OMIapTUTHOr rpada KOju WMa m WBUIA, HOBe3aH peryiapaH rpad Koju uMa m
teMeHa. Ropumhemem XopMaHOBOT mONMMHOMA, 3akmbyuyjemo na m geau 7! =5040. C gpyre crpasne,
IIOWITO Cy BPEOHOCTU ¢ W h HEHeraTUBHE, MUPEKTHO cienu HejemuakocT m < 120. IIpema Tome, Basku
m € {12,24,36,48,60,72,84,120}. Pauynajyhim ocrase BpemHocTu 3a cBaky 04 MOIyNuX BpeIHOCTH
mapaMmeTpa m gobujamo pemema marta y Tabemm 1.

OsBum je jgema moka3aHa. |
n m |0 12| 3 [4|5|6|7|g¢q h
7 12 {11010 3 |20 0 ]|1]18)|24
14124 (1] 2 |0 5 [3]0] 2 |1]|18] 12
14124 (1|1 (3] 3 |13 1 |1]12]40
21 3 |14 |0 7 |40 4 |1|18] 0
21 36 |1 3 |35 2|3 3 |1]12]28
21 36 |1 2 (6] 3 |]0|6] 21| 6 |56
28| 48 |1 | 4 |6 | 5 |16 4 |1] 6 |44
28| 48 | 1| 5 | 3| 7 3|35 |1]12]16
35| 60 |1 |5 (9|5 |0]9| 5 |1] 0|60
35| 60 |16 |6 7 |2]|6] 6 |1]| 6 |32
35|60 |1 | 7|39 |43 7 |1]|]12]| 4
421 72 |1 | 7|9 7 |1]|9| 7 |1] 0 |48
421 72 |1 | 8 |6 9 |3]|6| 8 |1] 6 |20
491 84 |11 919 91(12]|9|9|1] 0|36
491 84 1110|611 |4 (6|10 |1 6 8
701120 |1 |15]19 |15 |5|915]1] 0 0

TaGena 1. Moryhu Q—cnexrpu nosezanux (3,4)—ceMuperynapaux Q—MHTErPAJHUX T'PadoBa.
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I'padoru majumamer pena xoju oarosapajy Tabemnu 1, mory OGutu pasmMarpaHud, OMIO AUPEKTHUM
pauayHOM, Omiio KopumhemeM KOMIjyTepa. Y HapeIHOj TeoOpeMH, CyMupaMmo HobujeHe pesyirare.

Teopema 3.6 Ilocmoju mawno jedan zpad xoju odeoeapa nodayuma uz npee spcme Tabene 1. To je epad
K3 4. Hujedan epad ne odzosapa nodayuma us opyze spcme u mauno jedan epad (I ca Cauxe 6) odeosapa
nodayuma u3 mpehe apcme.

L 1)

Cimka 6. Q—unrerpanuau rpagdosu u3z Teopema 3.5 u 3.6.

Capna pasmaTpamo jom Heke r'paoBe Koju onrosapajy nmomanmma n3 Tabene 1. Hajupe, ompe-
byjemo (yobuuajenu) cuekrap Tux rpadosa.

Ykouuko je G (r,s)—cemuperynapad bunaprurad rpad (ca n) u ny TeMeHa y CBAKO] O HAPTULLjA),
OHZIa HEIOB KaPAKTEPUCTUYHU ITOJMHOM MMa OOJIMK

Po(A) = (A? = rs)A*0 TT(A = A2)H,

Ai el

rae je I (moryhie u npasan) CKyIl CONCTBEHUX BpenHOCTU rpada G pa3nuuuTUX Ol UHAEKCA, HAjMaHe
COTICTBEHE BPENHOCTH W HyJe (makie, paszmuamTtux on ++/rs m 0); [y O3HAUABA MYyJITUILIUIUTET
concrsene spenaoctu 0, ok ¢y W = U(A;) MyJATUIIMIATETH COICTBEHUX BPEAHOCTU KOje NPUIALA]Y
ckyny I. Ha ocmoy Teopeme 2.16 u3 [9], cTtp. 62 (y kojoj je mara Besa uaMmebhy KapakTepuCcTUUHOT
IIOJIMHOMA, CEMUPETYJIaPHOr OUIAPTUTHOT rpada M KAPAKTEPUCTUYHOT IOJUHOMA HErOBOT JIMHI]CKOT
rpaga), jeAHOCTABHO NO0KjaMO jeTHAKOCT

Poy(A) = (A = (r4s=2))(A = (r—2))" st li(Q — (s —2))"2 " Bacthi(} 4 o)t
[TA* = (r+s—4)A+(r—2)(s—2) — 4",

ﬂ,,’EI

rae je m =njr =nys 6poj mBuma rpada G.
IIpernocraBumo cana na Baxku r =3 u s =4. Tana ce mperxonHa jeTHAKOCT CBOAM Ha cienehy:
PL(G)()v) =(A=5)(A— l)nlfilielﬂi(k _ z)nZ*Zaielﬂi(x +2)m7n+|
JTA* =34 +2-27)4.

Ai el
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Nmajyhu y Bumy na cy moryhie concrBerne Bpemsoctu rpada L(G): 5,4,3,2,1,0, —1,—2, Te ko-
puctehu ropmy PpopMmynry, 3akmydyjeMo ma ¢y Moryhe comcrsene spemnoctu A; (€1): +v6 u +£v/2.
Otyna je cnekrap rpada G obauka:

[+V12, 040, (£V6)H1, (£V2)H2].

C mpyre crpane, kopucrehu jennaroct (3.1), monasumo no obauka Q—cuekrpa rpada G:
[0, 1H1, 2K 3¢ 4P 5 6H ) (a,b>0).

Y HapemHuM nBeMa TeopeMaMa pa3MarpaMo rpagose G KOju OAroBapajy momanuMa IJATUM Yy
0CMOj, jemaHaecToj, TpUHAECTO] U nerHaecto] Bpctu Tabene 1 (apyruM pedmma, OHMM BpCTaMa y
kojuMa croju ¢ =0). Hera je A marpuna cycencrsa rpada G. Bynyhu na Baswu ¢ =0 (u, Takobe,
nowto je G 6bunaprurad rpag) MyJaTurpad Koju oaroBapa MaTpPULA A? uMa IBe KOMIOHEHTE Koje Cy
rpaoBu ca mersbaMa, ajiu 0e3 BHUMIECTPYKUX MBUIA: IPBa UMa 1| TEMEHA U TPU IEeT/be KO CBAKOL
TeMeHa, IOK Apyra WMa Ay TEMEHA U YEeTUPHU MeTihe KOX cBakor Ttemena. Crekrap mpse (OJHOCHO,
Apyre) KOMOoHeHTe (KaAa UCKIbYYUMO [METILE U3 Pa3MaTpama) CaAP:KU CONCTBEHE BPEIHOCTU KOje Cy
jenHake KBaApaTUMa COICTBEHUX BpPeOHOCTHU rpada G yMemeHuM 3a OpPOj meTssu KOJ CBAKOr TEMEHA,
TO jecT:

9,3,—1,—-3 (ommocwo, 8,2,—2,—4).

Otyna, HeonxomaH yCJIOB 3a Hocrojame rpada G je mocrojame gBa rpada UYnju CIEKTPU CAIPKE
rOpH€ COICTBEHE BpenHOCTU. 1y YMIEHNIy KOPUCTUMO y HOKa3MMa ciefeNux TeopeMma.

Teopema 3.7 He nocmoju nujedan epad xoju 00z08apa nodayuma u3 ocme, jedanaecme HUmuy mpuraecme
epcme Tabene 1.

Jloka3. YKOJIUKO pa3sMOTPUMO OCMY BpcTy, mobujamo: n=35u m=60. Oryna asku nj =20 u np =15
(mpema jemmaroctuma 3.1). Anm y ToMm caydajy, Apyru rpa¢ (Umju CHeKTap CAAP:KM BPETHOCTH:
8,2,—2,—4) me nocroju (Bumerm [21], ctp. 250, rme cy maTu cBu Moryhu cumekrpu rpadosa Koju
MMajy YeTUPU PA3IUYUTE CONCTBEHE BPEIHOCTU U HAJBUIIE TPULECET TEMEHA).

CnunuyHO, YKOJMKO Pa3MOTPUMO jeNaHAECTY WU TPUHAECTY BPCTY, mobujamo: n=42 u m =72
(To ject, nj =24 u np = 18), omsocuo n =49 u m = 84 (ro jecr, ny =28 u n, =21). Ilonoso, uu y
jemHOM ciydyajy OpyTru rpad, Yrju CIeKTap camap:ku Bel mOMeHyTe COICTBEHE BPEIHOCTU, HE TOCTOjU
(Bumern [21], cTp. 250).

OBuM je mOKa3 3aBpIIeH. |

Teopema 3.8 [locmoju jeduncmaen zpad G xoju odzoeapa nodayuma u3 nocaedwe epcme Tabese 1.

Hoxra3. Ilomro Baxkm n =70 m m = 120, 3axkmyuyjeMo nma mpBa KoMmoHeHTa mMma ny =40, a gpyra
(rojy hemo oszmauuru ca H) ny =30 temena. JlonaTHO, AUPEKTHUM DAYyHOM HOJIA3UMO OO CIIEKTDA
rpada H: [8,2'3,(=2),(—4)°] (koju cienu u3 pauyHama clekTpaisux MoMenaTa rpada H). Ilame, Ha
ocHOBY momaraka u3 [21], ctp. 252, 3akmydyjeMo ma MOCTOjU TAYHO jemaHaecT rpadoBa KOju UMAajy
noMeHyTH cnexkrap. Dyanyhu na rpad G He cagp:ku HU YeTBOPOYIJIOBE HU IIECTOYIJIOBE, CBAKO TEMeE
rpada H je cycemno ca udetupu (mecycenue) xomuje rpada Kr. Oba snoranna ocobuHa HE BayKU y
ciyyajy meceT of jemaHaecT kammuuara 3a rpad H (uHade, CBaKM OJ jeJaHAECT KAHAUIATA MOKE
OUTH KOHCTDYyUCAH HA HAUUH KOju je omumcan y [21], ctp. 148). Ilpeocranu kanaumaT 3aI0BOJbABA
OIpeTxXonHU TeCcT, Te leMo ra Haname maeHtupuroBatu ca rpadom H. Ilpema Tome, 3arBOpena
OKOJIMHa CBakKor TeMeHa rpa¢da H uaaykyje rpa¢d msomopdan rpacy K;V4K,, To ject cBako Teme
rpada H je MHIUIEHTHO Ca YEeTUPU TPOYIJa KOjU HEMAjy OPYTHUX 3ajelHUYKUX TeMeHa. IIpmmermmo
majbe na Cy TeMeHa CBakKor Tpoyria rpada H, pa3mMarpaHa kao TeMmeHa rpada G, cycemHa HCTOM
TeMeHy rpada G, To ject, Mo:xxeMo pelim ma cBakoM Tpoyriy rpada H oxarosapa jenHa 3se3zna Kj3
KOja je mHAyKoBaHU noarpad rpada G u dmje je meHrpasHo teme crenesa tpu (y rpady G), DOk cy
npeocrasa TeMeHa crenena yetupu (y rpady G). Cse oBo cyrepume na kopucrehu rpad H mMokeMo
KOHCTPYUMCATU jeIMHCTBEHOI KaHAWIATa 32 TpaskeHu rpad G, Ha ciaenehm mauyus:
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(i) mera cBaku Tpoyrao rpada H npencrasiba jenso reMe rpada G Koje HIpunana IpBoj HapTULMjU;
(ii) mera cBako Teme rpada H npeancrasma Teme rpada G Koje mpunana Apyroj IapTULAjU;

(iii) meka je Teme u3 Tauke (i) cycemno temeny u3 Tauke (ii) ako u camo ako oxrosapajyhu tpoyrao
(n3 Tauke (i)) canpsxu teme (u3 Tauke (ii)).

Yxommko TeMmeHa rpada H osmaummo ca 1,2,...,30, Taga cy cBH TPOYIJIOBH TOr rpada JaTH y
HApEeTHO] JUCTU:

123 21114 | 41024 | 51825
145 | 21213 | 41123 | 61028
167 31620 | 41622 | 6 1325
189 | 31721 | 51226 | 61922
21015 31819 | 51727 | 714126
71729] 91526 | 1219231516 27
720231 91828 | 122124151929
81129 | 92024 | 132030 |22 26 30
8 1327|1017 30 | 14 16 25 | 23 27 28
82122111830 14 21 28 | 24 25 29

Kopumhemem onucanor nocrynka nodujamo rpad G. IIupekTHHM padyyHOM, HOKa3yjeMO A HEroB
(Q—cnekrap oaroBapa mociaenmoj spctu Tabeme 1.

Teopema je mokasana. |

Hamowmena 3.3 I'pad G xoHCTpyHCAH y IPETXOIHO] TEOPEMU je MHTEPECAHTAH U KAO jeIUHCTBEH rpad
koju mMa, criextap: [£v12,(+v6)1, (£v/2)%,0%].

Hanowmena 3.4 I'pad H n3 nperxomHor nokasa (Ipyra KOMIOHEHTa), TakoDe, Moxke GUTH PEKOHCTPY-
UcaH U3 nare JucTe Tpoyriaosa. Hawmme, nBa TreMena rpaga H cy cycenHa ako M caMO aKO IPUIaNajy
ucroM Tpoyriay. IIpsa kommonenrta (koja ce mobuja ciauuno kao u rpad H) je cama 3a cebGe uarepe-
caHTaH rpad: TO je mpuMmep 9—-perymapHor rpada perna 40 Koju MMa YETUPU PA3IUYUUTE COICTBEHE
Bpemmoctu (meros cmekrap je: 9,33 (—1)%,(=3)1)).

IIpeocranu cayuajesu u3 Tabene 1, 3a cama ocrajy orBopenu. Takobe, Q—unTerpasue rpagpose
41ju je MAaKCUMAaJIaH CTEMEH UBUIE je THAK IEeT, & KOJU HUCY UBUYHO—PETyIapHU, HICMO Pa3MaTpPaJIn.

3.2.3 IMomaTHU IIOOAIA

OBo morsiaB/be 3aKBYUYjeMO MOJATHUM MONAIMMA O CBUM OO0 cala NOOujeHnM (Q—WMHTErpaJHUM
rpagosuma. Y Tabenmu 2 matu cy cuemehwm momamm: Teopema y kojoj je rpad mobujen, rpad (o-
3HAYEH Kao U y Teopemu), Opoj TeMeHa, Opoj mBuna u Q—cruekrap. HamoMumeMo na je TPUHAECT
HOBe3aHUX 3—peryiapHux uHTerpaidnux rpadosa (koju cy, rakobe, u Q-unrerpanuu) u3 Teopeme
3.3, mpurasano y [7] (Cauga 2) uy [5] (Cnuka 1). 3a o3nauaBame TUX rpadoBa KOPUCTUMO HOTALN]Y
u3 Tux paznoBa. HMurepecantHo je mamoMenyTu ga cy Go u Gyg 3—peryiapHU KOCHEKTpaJHU 1 Q—
KOCIIEKTPaJH! I'Pa(OBH.
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K, n=1 m=0 0
K> n= m=1 2 0
Ks=C3 | n= m=73 4117
Teopema 3.1 Cy n=4 m=4 [ 4] 2% 0
Co n==6 m=6 |43 [ 1210
Kis =4 m=3 41 17 0
K2’3 n—= m=26 5 3 22
H, n=10] m=12 [5 ] 4 | 2° ST0
Teopema 3.2 H, n==~6 m="17 5| 4 2 1’
H; n==o6 m="17 51 32 2 0
G n=4 m==6 6| 23
Gy n==o6 m=9 6| 3% 0
Gy n=10] m=15 [ 6| 4 | 17
Teopema 3.3 Gy n=8 | m=12 [6 |4 |22 ] 0
(moramuja u3 [7]) Gs n=6 | m=9 [6| 4 |3 |17
Gg n=30| m=45 6] 5 [30]1°] 0
G7 n=10| m=15 |6 | 5 423122771
Gy n=121 m=18 [6] 5 [ 3 [2°] 1P
Go n=20| m=30 [6] 5[4 [22]1*]o0
Teopema 3.3 Gio n=20 m=30 |65 [ [22]1°]0
(moramuja u3 [5]) G n=10] m=15 [ 6| 5 [ 4> [3 [ 22| 1] 0
Gy n=12] m=18 |6 | 57 4 3% 2 [17] 0
G |n=24| m=36 6|5 |4 [3][22]1°] 0
K175 n==o6 m=>5 6 14 0
Teopema 3.3 Kr4 n==o6 m=2_8 6| 4 23 0
Hy n=15| m=20 [ 6] 5% |22 [1*] 0
Kie | n=7] m=6 |7]1°] 0
Teopema 3.5 K5 n="7 m=10 | 7| 5 22 10
I n=21 m=30 |7]6 |22 [1P] 0
Teopema 3.6 K34 n="17 m=12 | 7| 42 | 33
I n=14| m=24 | 7| 6 sT4 1322170
Teopema 3.8 G n=70 |m=120 | 7|6 [ 5 [ 4 [35[22]1P 0

Tabema 2. IlonaraHu momanu o 0OujeHMM Q—-WHTETrPAJHUM rpadoBUMA.

3.3 I'padoBu pena He Beher on mecet

3.3.1 Ilomamu o rpadoBuMa

IloBezane Q-wmaTerpasue rpadoBe m0 mer TemeHa onpebyjeMo mupeKTHUM padyHoM. 1o cy
rpadosu: Ki (pema 1), K» (pema 2), K12, K3 (pena 3), Ki3, Kzp, K4 (pena 4), Kia, K23 u Ks
(pema 5). Bymyhu ma cy c¢Bu moMeHyTH rpa(OBU WM KOMIUIETHU WU KOMIUIETHU OWIADTUTHH,
BUXOBU (J—CHEKTPU CJiele Ha OCHOBY HAPEMHOT PE3yJITATA.
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Jlema 3.4 Ceaxu xomnaeman 2pad K, u cearxu xomnaeman bunapmuman 2pad K, je Q—urwmezpanan. Q-
cnexmap epada K, je obauxa 2n—2,(n—2)""1], dox je Q—cnexmap epada Ky, obauxa [m—+n,m"=' n™1,0].

JHoxa3. Jluanjcku rpad L(K,) nma concrserne Bpemsoctu 2(n—2) (Myntumaunurera jenan), (n—4)
(MyaTunnnmurera n—1) n —2 (MyarunaunureTa %n(n—?})) — Buzmern [17] crp. 54. Ha ocuosy

jemmakocru (3.1), caequ na je rpad K, Q—vHTErpajan u ga uMa CIEKTap HABEIEHOD ODJIUKA.

Hame, muanjckn rpad rpada K, je nsomoppan rpady K, UK,. Tepbeme cnemnu us unmerune
na cuekrap rpada K, UK, campxu cBe moryhe cyme concrBenux Bpensoctu A; rpada K, u A; rpada
K, (Bumeru [9], crp. 70), u, mOHOBO, HA OCHOBY jemHaroctu (3.1). |

Kopumhemem kommjyTepa nobujamo cse nmoBesane Q-umaTerpasue rpadose pena n (6 <n < 10).
BpojeBu ¢, noBesanux Q-wmHTerpasHux rpadoBa pena n, npu demy Baku n = 1,2,...,10, natu cy
y caenehoj Tabemnu.

n|1(2|3|4|5|6 | 7]8] 9|10
g, |1 |1 |23 3|13 |14|18 |26 |91

Tabesna 3. Gpoj nosesanux Q—unrerpannux rpagdosa pexa n (1 <n <10).

CyMupameM BPEAHOCTU U3 MOCJIENHEe BPCTE MpeTXonHe tabese, 3aKbydyjeMo Ja MOCTOje TAYHO
172 nmoBeszana Q—wuHTerpaJdHa rpada Koju HeMajy BHUIIE OI AeCeT TeMeHa.

Ha Caurama 7-10, natu cy nosesanu Q-wunrerpanaau rpadosu pega n (6 <n<9), nok cy noBe3anu
Q-wumHrerpanHu rpagosu pena pecer matu y Jluctm 1. Y Jluctu 1 rpadoBu cy peme3eHTOBAHU y
cirenehoj popmu:

Bp. aip-raijo axz---azio o0 asedsio a9 o
roe je bp. umertTudurkanuonu 6poj rpada, HOK je OCTATAK IOPHU TPOYTrao HEroBe MaTPUIE CYCe-

crBa. CBu npesentoBanu rpadosu (Ha ciukama u y auctu) ypebennm cy mpema 6pojy msuma, te
npema Q—CIOEKTPY.

e T

11. 12. . 13.

A A

N

Cimka 7. IloBezann Q-umHTerpaanu rpagoBu pena MecCT.
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Cimmka 8. IloBezanu Q-mHTerpanguu rpadoBu pena cegaM.
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Cimka 9. IloBesanu Q-uHTerpaanu rpadoBr pena ocaM.
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Cimxka 10. IloBe3zanu Q-uHTerpanaunu rpa¢oBy pena IeBeT.
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JIucta 1. [loBesanu Q-mHTErpasHu rpagoBU pena AeceT

000000001
000001100
000100010
001001001
000011100
001001100
000100100
000011101
000011110
000010110
000001100
000001100
000000011
001001001
001001001
000100011
000010011
000001101
000100011
001001110
000011011
000011001
000011110
000110110
000011111
000011110
000000111
000110001
001010001
000100011
000011111
010101011
000011110
000101100
001100001
001001111
010101011
000111100
000001111
001110011
001001111
001001111
010101011
010101111
000011111
010111010
000100111
000010111
000101111
010101011
001101010
010101111
010101011
010111100
001101011

00000001
00001010
00010010
00101010
00011100
00101001
00010010
00010010
00011101
00010110
00001100
00001010
00000011
00101001
00101010
00010010
00010011
00001101
00011110
00100101
00000111
00010111
00011101
00001111
00011111
00011110
00000111
00001111
00101101
00010011
00011111
01010111
00011110
00010011
00011111
00100111
01010101
00011111
00001111
00111010
00111010
00111001
01010111
01010111
00011111
01011101
00011111
00001111
00010111
01010111
01011001
01011111
01010111
01011011
00111101

0000001
0001001
0001010
0011100
0010011
0010101
0001001
0001111
0001111
0001010
0001100
0001010
0000011
0011001
0011010
0001101
0001111
0001011
0010101
0010011
0000111
0010111
0011011
0001001
0011111
0000011
0000111
0001111
0001111
0001011
0011011
0101010
0000111
0001111
0011111
0010111
0101011
0001111
0001111
0011111
0110101
0110110
0101011
0101001
0011111
0101110
0011111
0001111
0000111
0101011
0111111
0101010
0101011
0101111
0011111

000001
000110
000110
000110
001011
001010
000111
001011
000011
001001
000011
000101
000011
000110
000110
001101
001111
001011
001101
001001
000011
001111
010111
001001
000111
000011
000111
001111
010001
000111
010111
010101
000111
001111
100001
001111
010101
001111
001111
001101
001111
001111
010111
010111
011111
010111
011111
001111
000111
010101
001111
010101
010111
010111
011101

00001
00101
00001
00101
00111
00110
00100
00111
00011
00101
00011
00101
00011
00110
00101
00011
01111
00111
00011
00101
00011
01111
01111
10110
00111
00011
00111
10001
00111
00011
01111
01010
00111
01100
00001
00111
01011
01111
01111
00111
10011
10111
01010
01001
11111
01011
00111
00111
01111
01011
00110
01010
01011
01111
00111

0001
0011
0001
0011
0000
0011
0010
0000
0000
1001
0011
0011
0011
0110
0101
0010
0000
0111
0001
0011
1000
0000
0000
0110
0000
1101
0111
0001
0001
0011
0000
0101
1001
0011
0111
0111
0101
0011
1111
0010
0011
0001
0101
0110
0000
0101
0011
0111
0111
0101
0101
0101
0111
0011
0011

001
000
001
000
000
000
001
000
000
001
011
011
011
010
010
001
000
000
001
001
000
000
000
001
000
101
111
001
011
011
000
010
001
011
111
000
010
001
000
011
010
001
010
001
000
010
000
111
111
011
011
011
010
100
001

01
00
01
00
00
00
11
00
00
10
11
11
11
01
01
01
00
00
10
10
11
00
00
01
00
01
00
01
01
11
00
01
01
11
00
00
01
00
00
01
01
10
01
10
00
01
00
00
00
01
11
11
01
00
01

sl eololololeoNeol NoeololeolelolololeoleleoNeoNeolell SeNel Nl el Holl Helel HoNe ool HoNoNoloHeoloNeoNeol HoNeoNelN S =l
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56. 001100111 01011011 0111101 001101 01011 0111 001 O1
57. 001001111 00110111 o0O110111 001111 11001 1001 001 O1
58. 001101101 01011011 o0O110111 001101 01011 0111 o001 O1
59. 000111111 00000111 O0O00OO111 o©0OO111 11111 1111 111 OO
60. 000010011 00010011 o0OOO1111 001111 oO1111 1111 O11 11
61. 000111011 00110111 0101111 011111 00011 0011 O11 11
62. 010101011 01010111 o0O101011 010111 01011 0111 O11 11
63. 010111010 o0O1110111 o0101110 011111 01011 0101 011 O1
64. 001001111 00101111 0011111 001111 01111 1111 010 O1
65. 001111011 00111110 O111101 011111 00111 0010 o001 11
66. 001111010 01011111 0111110 101011 00111 0101 001 11
67. 000111111 oO0O111111 0111111 111111 00110 0101 011 00
68. 001111110 o0O1011111 0111111 101011 00111 1110 001 O1
69. 011011011 oO1111110 0110111 011101 O1111 0110 011 O1
70. 000111111 o0O0111111 O111111 111111 01010 0101 010 O1
71. 010111101 01011111 o0110111 011111 01111 1010 010 O1
72. 000011111 00011111 o0OO11111 o0OO111 00111 O111 111 11
73. 001111111 oO1011110 0111110 110111 01111 0001 001 11
74. 010111111 01101110 0111111 011110 10001 0001 111 11
75. 010111011 o0O1110111 oO101110 0O11111 01011 O111 011 O1
76. 001100111 00011111 o0011111 100111 00111 O111 111 11
77. 000011111 O0OO0O11111 o0OOO1111 o0O1111 oO1111 1111 O11 11
78. 010111111 01000111 0111111 oO0O0O111 11111 1111 000 11
79. 000111111 oOO111111 0111111 111111 00011 0011 O11 11
80. 010111011 o0O1110111 o0O101111 011111 01011 O111 o011 11
81. 001101111 01011111 0111111 001111 O1111 1111 O11 11
82. 010111111 o0O1111111 O101011 010111 O1111 1111 011 11
83. 010101111 01011111 oO101111 oO11111 oO1111 1111 O11 11
84. 001111111 O1111111 1111111 o0O01111 01111 1111 010 O1
85. 010111111 oO1111111 O111111 111111 01110 O111 011 O1
8. 001111111 O1111111 1111111 001111 O1111 1111 111 11
8&r7. 001111111 oO111717111 1111111 O11111 00111 1111 111 11
88. 011111111 11110011 O0O111111 o0O1111 11111 1111 111 11
89. 011101111 O1111111 0111111 011111 01111 1111 111 11
90. oO11111111 11111111 0111111 111111 O1111 1111 011 11
91. 111111111 11111111 1171717111 111111 11111 1111 111 11

RO RPRPPFRPPRPRP OO R RPEPEPRPEPRPEPPRPRPOODODOOH, R ORROORORRFRF

I[Tomamm o mobujernum rpagoBuMa nartu cy y Tabemama 4-8, rge cBaka BPCTa CAOPKU WAEHTU-
¢uranuonu Opoj rpaga, 0poj nBuna, Q—Ccuexkrap 1 gonaTHE MHGOPMAIMje caap:KaHe y MOCIeNhe 1BE
kosnore. Hajmpe je maT kpaTak onnc Heknx rpadosa (y Buay yHuja u/unm V-IpOn3BOAa PeryIapHux
¥ KOMIUIETHUX OunapTuTHUX rpadosa). Konauno, nocnenma KoIoHA caap:ku HEKYy on o3Haka A,L u C
VKOJIMKO je onrosapajyhu rpa¢ penoMm mHTerpasiaH, L-uHTerpajaH 1 yKOJIUKO je HeroB KOMIIJIEMEHT
Q-vHTerpajaH M HEmoBe3aH. AKO je KoMmeMeHT rpada Q-WHTerpajaH W HOBE3aH, OHIA je U OH
IpUCyTaH y ucToj Tabenu, Te je, y TOM CIy4ajy, HETOB NUICHTU(YUKAIMOHN OPOj OAT y 3arpagu U3a
o3nake C. Tarxobe, naenTudurammonu 0pojeBu Q-KOCIeKTpaJHUX rpadosa cy nonebmanu. Vuaue
(-KOCHeKTpaJIHA I'paoBU ce Hajla3e jeqaH Iopen Apyror y rabeinm.
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1. m=5 6 | 1*]0]Kis LC

2. | m=6 4 3] 12]0 ]G ALC®.)

3.l m=7|5[3][2]1]0 L

4. | m=17 5142 13

5. | m=8 6 | 4]22]12

6. | m=8 6 | 42°]0 [ K LC

7. m=9 6 |37 0]Ks;s ALC

8. | m=9 6 | 4 | 32| 1%] 3 perynapan | AL C(2.)

9. m=9 71412 1] (KhUK)VK, LC
10. | m=11 8 | 42 | 23 | K,V2K, LC
11. | m=12 8 | 4 [ 22 [ 4 perynapan | ALC
12. [ m=13 9 [ 4] 3 | 2] (KiUKy)VK;s LC
13. [ m=15 10 | 4° | K ALC

Tabesa 4. [logamu o moBe3annM Q-WHTErpaJHUM rpadoBUMa Pena IIeCT.

1.| m=6 71 1P 10| Kes LC
2. [ m=10 715220 | Kas LC
3. | m=11 8 [ 4222112
4. [ m=12 71430 | K LC
5 [ m=12 81423221 | CVK, LC
6. | m=12 8 | 51 3 2% ] 2K;3VK, LC
7. lm=13195] 43221 L
8. | m=14 8|1 5 [ 4232 ] 1 |4 perynap ALC
9. | m=15 9 | 4] 1 [ Ks;VK, LC
10. | m=15 9 | 4 | 1| (KiUK;)V3K; LC
11. | m=15 9 | 5 | 4 | 2% | Konyc man 3-peryrapaum LC
12. | m=17 10 [32] 4] 2 LC
13. [ m=19 11 5% ] 4 | 3] CGVK;s LC
14. [ m=21 12 [ 5° | K7 ALC

Tabemna 5. Ilogamu o moBe3anuM Q-MHTETPAJTHUM I'PAPOBUMA peIa CEIaM.

L] m=7 s11510[Ks LC
2. lm=10] 6 |43 2]1°]0 L
3. |m=12 6 [4°]2°] 0 | 3 perymapan | A L C(9.)
4. | m=12 86 [2°] 0K LC
5 | m=15 8 |45 172
6. | m=15 8| 5 [4[22] 1
7. | m=15 8 | 523 0 | K5 LC
8. | m=16 8|40 [ Kia ALC
9. | m=16 8 | 6 |4 | 2% 4 perynapan | A L C(3.)
10. | m=16 10] 6 | 42] 2% [ 3K,VK, LC
11. | m=17 952421
12. | m=17 932421
13. |m=18]10|6] 5 | 4> 3 |22
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14. [ m=19 10] 6 [ 52422 C
15. | m=20 10 62 | 4% | 2 | 5-perynapan | ALC
16. | m=22 1216 | 4] 2 [|4K, VK, LC
17. | m=24 12| 6% | 4 | 6 perymapan | ALC
18. | m =28 14 [ 67 | Kg ALC

Tabema 6. IToganu o moBe3anuM Q-UWHTErpaJHUM rpadoBUMA pena OCaM.

1. | m=8 9 | 1710 |Kig LC

2. [m=12 61423 [ 2[17]0 L

3. | m=13 7543221 L

4. | m=14 91 7112510 Ky LC

5. | m=15 SR L

6. | m=15 75 42217 L

7. |m=15 715 [ 42212

8. | m=18 8 [ 534222 | 1 | 4perynapan L C(11.)

9. | m=18 8 | 5* | 2* | 4 perynapan LC(9.)
10. |m=18[8[6| 5 |4 |32 ] 2| 1|4 perynapan | L C(10.)
11. | m=18 8 | 6 | 572|322 4 perynapan L C(8.)
12. [ m=18 96 [44]22]1
13. | m=18 9 16230 | K LC
14. [ m=20 9 | 53440 | Kays LC
15. | m=21 11| 7 |4 |22 (K3UKs)VK; LC
16. | m=21 127713 | 1| 6K VKs LC
17. | m=22 117116 |43
18. | m=24 1277 | 4| 3% | (K3UK4)VK, LC
19. | m=27 12 7 [ 6| 4> ] 3 | 6 perymapan | ALC
20. | m=27 12 | 6° [ 32 | 6-perymapan | AL C
21. | m=27 13177162 4] 3] CVKs LC
22. [ m=27 13| 7 |4 | (K3UK3)VK; LC
23. | m=30 14 ] 7% | 52 | 4 | (K2UK;3)VKy LC
24. | m=33 15| 77 | 62| 4 | 3K, VK, LC
25. | m=33 15 7 [ 62| 4 [ (KiUK3)VKs LC
26. | m=36 16 | 78 | Ko ALC

Tabema 7. Iloganu o moBe3anrM Q-UWHTErpaJIHUM I'padoBUMa pena AeBeT.

.| m=9 w180 [Ky ALC

2. |m=12 5 4 [22713]0 L

3. | m=13 71532170 AL

4. | m=15 6 | 4 [ 1°] 3 perynapan AL C(69.)
5. |lm=15|6 | 5[4 [3[22] 1| 0 | 3 perynapan ALC(71.)
6. | m=15 6 | 5|4 [22] 1] 3 perynapan A L C(68.)
7. | m=15 8523 [22]1°

. |lm=16| 75 [4#[3[22]1]0 L

9. lm=16| 7 [52]4[3[22]1]0 L
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10. | m=16 716 42321

11. | m=16 S [53]227T110 L

12. | m=16 816 |54 ][22]1°

13. | m=16 10 8 [27] 0 | Kag ALC

14. | m=17 7152142312210 L

15. | m=17 716 4] 3[22]17

16. | m=17 916 |43 [22]12

17. | m=18 |52 42310

18. | m=18 8 |53 [22]o0 L

19. | m=18 816 | 5[4 ]22]1 L

20. | m=18 8 | 6 |52 ]2°

21. [m=18|10| 6 | 5 | 4 | 3 [27] 17

22. | m=19 8 [52 1412210 L

23. | m=20 8 [ 5* [ 3* | 0 | 4 perynapan A L C(46.)
24. |[m=20] 9 | 7[5 |43 [22]1 C(47.)
25. | m=20 95320 L

26. | m=21 w716 [4]22]1

27. | m=21 10]72]13]0 | K7 LC

28. [ m=21 116 |4 [22] 1 | (3K;V3KUK;3)VK; L

29. | m=21 11] 6] 5 [4]2¢ L

30. | m=21 12 8 [43]2° [ 4K, VK, ALC

31. | m=22 95430 L

32. | m=22 o | 8| 5| 4]3°

33. | m=22 w6433 2]1

34. | m=22 1065 [43] 2%

35. | m=22 0[] 752432 C(36.)
36. [ m=23]10|6| 5[4 [3][2]1 Cc(35.)
37. | m=23 100 8| 5 [42]3

38. | m=24 w6534 21

39. | m=24 106 [ 4]0 | Kug LC

40. [m=24110] 7 | 6 | 524> 3|22

41. | m=24 10 721 4% 32 ] 2

2. | m=24 10 721 4% 32 ] 2

43. | m=24 1086 [4]3

4. | m=24 1086 [4]3°

45. | m=25 10 58]0 [ Kss ALC

46. | m=25 10| 8 | 5*|3* | 5-perynapan A LC(23)
47. | m=25 1165214 [3]1 C(24.)
48. | m=25 117716 [4]3]1 L

49. | m=25 117716 [4]32]1 L

50. | m=25 11 8|6 [4]3

51. | m=26 117216 [ 4] 3] 2

52. | m=26 11 862 [4]33

53. | m=26 11| 8| 7 [4]32

54. | m=27 1186 [5]33

55. | m=27 12| 6* | 52 | 32| 2 | Komyc max 4 perynapuum LC

56. | m=27 12 | 6° | 3% | Komyc man 4-peryrapaum LC

57. |m=27 12| 7 | 62 | 52 4 | 3 | 2 | Konyc max 4 peryrapaum LC

58. | m=27 12| 7 | 68 | 42| 3° | Komyc manx 4 perynapuum LC

59. | m=27 127716 [5[32]1 L

60. | m=27 138 6542322 C
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61. | m=28 12 86 [4%] 2 LC
62. | m=28 12 | 8 | 47 | (K4 UK4)V2K] LC
63. | m=29 1218652 4 |32

64. | m=29 12 8 |64 | 4] 2 | 2K,V3K, LC
65. | m=29 121721623242 2

66. | m=29 1277162152147 2

67. | m=30 127716 5] 4 | 2|6 perynapan ALC
68. | m=30 12 77| 62| 4 | 3|6 perynapan A LC(6.)
69. | m=30 12 | 7% | 4 | 6-perymapan ALC4)
70. | m=30 12 8 | 68| 5% | 2 | 6 perynapan ALC
71. |m=30[12] 8 | 7 | 6> ] 5 | 4 | 3 | 6-perynapan ALCSS.)
72. | m=30 14 | 8 [ 62 | 52 | 32 | 2 | (2K; V3K U2K|)VK; L
73. | m=31 B[77]6*] 5 4] 2

74. | m=31 13/ 86 |5 |3

75. lm=31113] 8 | 7|6 |5 4] 3

76. | m=31 1418 | 7 |5 4] 3] (C4UK;)VK;s LC
7. m=3114 8 | 765 [4]2 LC
78. | m=32 1418|7716 ] 4 |32

79. | m=33 14| 8 | 6 | 2 | 4K V4K, VK, LC
80. | m=33 14 8 |64 [ 4 LC
81. | m=34 1418 |72 6 | 57 | 4] C4VGs LC
82. | m=34 1418|776 | 574 LC
83. | m=34 14816 [ 5% ] 4] CVeKs LC
84. | m=35 14] 8 | 7% | 6% | 42 | 7 perynapan ALC
85. | m=35 148 [ 776> | 5| 4 | Tperynapan ALC
86. | m=239 16 | 8 | 77| 6 | 4 | 3K, V3K, VK, LC
87. | m=39 168776 |4 LC
88. | m=39 168 7] 6 | 4| (KiUK3)V(K UK;)VK; LC
89. [ m=39 16 | 8 | 72| 6 | 57 | CsVKy LC
90. | m=40 16 | 8 | 6* | 8 perymapan ALC
91. | m=45 18 | 87 | Ky ALC

3.3.2

Tabesa 8. [lomanu o moBe3zaHuM Q-UWHTETPAJIHUM TPAPOBUMA PEAa TECET.

Hexkn xomenTapu

Ha ocHoBy maTux momaTaka O MOBE3aHUM Q-UMHTETDAJHUM IpaPOBUMA AajeMO HEKE KOMEHTAPE.

Hajupe hemo mpokoMeHTapucaTu HEKe YUHEHUIE KOje Ce€ TUYY MOBE3aHUX (Q—MHTErPAJHUX r'pa-
¢oBa KOju mMajy moBe3aHe Q-umHTerpanHe koMmmiaeMmente. Meby rpadosuma pena He Beher on mer,
jemuno K| m meros koMmiaeMeHT (a To je, takobe, K|) cy o6a mosesanu u Q-unTrerpasuu. llocroju
jemaH map TakBUX rpadoBa pena IecT U jemaH map perna aeser. Hakom rpagda Kj, IpBM noBe3aHu
CaAMOKOMILJIEMEHTAPH Q—MHTErPAJHU I'padoBu nojaBibyjy ce meDy rpadosuma pena neser (uma ux
nea: rpap bBp. 9 m rpadp DBp.
rpadosumMa pena nmecer. Vcruuemo na cy rpadosu bGp. 24 u Bp. 47, kao u rpadosu Bp. 35 u Bp.
36 n3 Jlucre 1 jenuna nBa mapa KOMIIEMEHTAPHUX (-UMHTErpajHUX IpadoBa KOjU HUCY PEryJIapHU.

10 ca Cauxe 10).

Konauno, mocToju mer TakBux maposa meby
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He nmocroju map memzoMop¢HuX moBesanux (Q-WHTErpaJHUX I'padoBa KOju Cy (—KOCIEKTPAJIHU
¥ KOju mMajy HajBuie mecT TeMeHa. llocToju jeman map TakBux rpa¢oBa pela cemaM, jenaH map
pena ocaMm (Ta nBa rpada cy U L-KOCHEKTpaJHM), OBa Mapa pena AEBeT, UeTUPU Iapa pena NeCeT
(Meby muma rpadosu Bp. 41 u Bp. 42, kao u rpadosu Bp. 43 u Bp. 44 u3 Jlucre 1 cy un
L—xocuekTpaJsnu), Te jenHa Tpojka pena mecer. Hukoja mBa Q—KocmekTpasHa rpada Ol MOMEHYTUX
HUCY U KOCIEKTPAJHU.

I'pap Bp. 11 ca Cauke 8 je rouyc Han rpadom Bp. 8 ca Cuure 7. Tarobe, rpadosu Bp. 55,
56, 57 u 58 us Jlucre 1 cy pemom komycu man rpadosuma bp. 8, 9, 10 u 11 ca Cauke 10.

3a kpaj pazMarpaMo rpadoBe KOju Cy UCTOBPEMEHO UHTErPAJIHU, L-MHTErpaJIH U Q—MHTET DAJIHU.
Beh cmo manomenynu (Iloraasme 3.1) ma je cBaku KOMIIETaH I'pad MHTErPAIAH Y CMUCILY CBA TPU
moMeHyTa cuexkrpa. Y cienehoj jseMu pazMarpaMo KOMILIETHe OUIapTUTHE I'pagoBe.

JIlema 3.5 Romnaeman bunapmuman epad Ky, , je ucmospemeno unmezpararn, L-unmeepanan u Q-urnmeepanan,
KO U CaMO GKO je mn nomnyn Keaopam.

IHoxka3s. Iloncehamo na cy L-cumekrap u —Cuexkrap y ciy4dajy OMmapTUTHUX I'padoBa UAEHTUUIHU,
a npema Jlemu 3.4, omm cy m mHTerpanHu. [laje, cmekTap KOMIJIETHOT OumapTUTHOT rpada K,
CAnP:KM BPEIHOCTH /M, —/mn u Hy1y ca MyarturmaunureToMm m+n—2 (Bumertu [9], cTp. 72), onakme
cnenu TBpheme. |

Tauno 42 moBe3ana rpaga pena He Beher o qecer Cy MHTEIPAJIHU Y CMUCIY CBa TPU IOMEHYTa

cuexrpa, a 40 oxn BUX Cy WUIM pPeryJapHA WIM KOMIJIETHM OUNAPTUTHM I'pa@OBU WIU U jEIHO U
apyro. IIpeocrana aBa rpada pasMarpaMo y HapeIHOM IIOTIOIVIABILY.

3.3.3 lomaTHa HOTA

Bp. 3 u3 Jlucre 1 Bp. 30 u3 Jlucre 1

Cuauxa 11. IloBe3anu unrerpannu, L-uaTperpanau u Q-WHTErPaJHU IPpapOBU HAJMAMmEr pena
(koju HUCY peryJapHU HUTY KOMIUIETHU OUIADTUTHH).

He mocroju nosesan rpad (koju Huje peryiapaH HUTKA KOMIUIETAH OUNAPTHATAH) Pela CTPOTO
Mamer Ol JeCeT KOjU je MCTOBPEMEHO UHTerpaJiad, L-uarerpasan u Q—unrerpasaan. C apyre crpaue,
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IOCTOje TAvYHO nBa TakBa rpada pena mecer. To cy rpadosu Bp. 3 u Bp. 30 u3 Jlucre 1. Tarobe,
Ty rpadoBu cy npukaszann n wva Coumm 11.

IIpBu on wux je OunapruraHn rpag, Te je Heros L-crnexkrap UCTU Kao U Q—CIekTap: [7,5,33,27 13,0].
Heros cnekrap je [3, 14,714773]. Iberos roMnieMeHT je moBe3an L-uHTEerpanas rpadg.

Crnexrap, L-crnekrap u Q—cnexrap apyror rpada cy pemom [5,13,—15, 3], [10%,4% 23 0] u [12,8,4,
25]. Hberos roMnieMeHT je HemoBe3aH MHTerpajaH, L-uHTerpasan u Q-uHTErpajiaf rpag Koju uma
TPU KOMIOHEHTE: OBa M30JI0BaHa TeMeHa u rpa¢ m3omopdan rpady Bp. 17 ca Cnure 9.

Hamnomena 3.5 3a remepucame nosesanux HemzoMop@uux rpagosa pena n (6 <n < 10) ropumhena
je 6ubnmorera mporpama nauty, uuju je ayrtop B. Mek Kej (B. McKay). Hakon tora, kopumhemem
mporpama, IpaBJbeHOT CIEIUjaTHo 3a norpebe onpebusBama Q—wmHTEerpasHux rpagosa, onpebhenu cy
(Q—CcuexkTpu I'eHepUCcaHuX rpadoBa, y3 M3aBajame OHUX YMjU Cy Q—CHEKTPU MHTErPAJIHU.






3akimpyuak

Y OKBUDY mucepTalyje pa3MaTrpaHa Cy TPU IpobiieMa CIEKTpPaJHe Teopuje rpadosa:

(1) mpoGiuieM PEKOHCTPYKIUje KaPAKTEPUCTUYHOL IOJIUHOMa rpada,

(2) mpobuem onpebusama rpagosa umja je Apyra COICTBEHA BPEAHOCT (Mama WIM) jeJHAKA
ln

(3) mpobuem onpebusama Q-wmHTErpasHUX rpadosBa.

Tom npunukoMm mobujeru cy ciaenehiv OpUTrMHAIHU PE3yJITATHU:
I'nasa 1:

e Jlema 1.4 0 jeAMHCTBEHOCTU MOJIUHOMMU]jATHE PEKOHCTPYKIMjE V CAYYajy jeIdHe Kaace Hemo-
Be3aHUX rpadoBa;

e HU3 pe3yJiTaTa KOjU Ce OTHOCE HA NOKA3WBAKE€ jeAWHCTBEHOCTU IOJMHOMUjaJIHE DPEKOH-
CTPpYKUOMje y CIydYajy YHUIUKINJIKAX I'padoBa, on Kojux cy kmyunu Jlema 1.8 u Teopeme
1.8 u 1.10, a mpouparuau Jleme 1.5, 1.6 u 1.7 u Teopeme 1.7 u 1.9;

e Teopema 1.13 0 jeIMHCTBEHOCTU NOJMHOMUjaJIHE PEKOHCTPYKUUjE y jETHOM OIIITEM CIIY-
gajy;

e HU3 pe3yiTaTa KOJU Ce ONHOCE HAa NOKA3WBAIE jeAMHCTBEHOCTU IOJUHOMUjaJIHE DEKOH-
CTPYKLUje y CIIy4Yajy HENOBe3aHWX I'padoBa umju rpadoBU M3 JeKa MMajy CHEKTpe orpa-
HUYEHe OJ0310 ca —2, o1 Kojux cy kmyunn Teopeme 1.15 m 1.16, a npoupartuau Jleme 1.9,
1.10 m 1.11 u Teopeme 1.12 u 1.14;

e Teopema 1.19 u Jleme 1.12 u 1.13 0 MyATUONIUIIUTETUMA CONCTBEHUX Bpemuoctu 0 u —1
Yy CHEKTPY Korpaga;

e HU3 pe3yJiTaTa KOjU Ce€ OTHOCE HA MNOKA3WBAHKE€ jeIWHCTBEHOCTU IOJMHOMUjaJIHE DPEKOH-
CTPYEKLHje Y caydYajy rpadoBa UYMju ce JEKOBU cacToje o O0-TpadoBa, 01 KOJUX CY Kby UHU
Teopeme 1.20 u 1.21, a nponparau Jleme 1.14 u 1.15 u Teopema 1.22.

I'rasa 2:

e Jlema 2.1 0 mujameTpy 3Be3Ia KOMIIEMEHTa 3a COICTBEHY BPETHOCT Ay = 1;

e Jlema 2.2 o CIIEKTPaJIHUM ocobuHaMa, 3B€30a KOMIIJIEMEHTAa 3a COIICTBEHY BPEOHOCT ),2 = 1,
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3aKmbydar

Teopema 2.2 y K0joj ce mokasyje ma cy Sg, Siop u S11 jeauHe 3Be3me KOje MOTY OUTU 3Be3na
KOMIIJIEMEHTH 32 IIOMEHYTY COIICTBEHY BPEIHOCT;

Teopema 2.3 y rojoj cy onpebhene cBe myimie 3Be3le ca UCTOM OCOOMHOM;

Teopema 2.4 y xojoj ce mokasyje ma cy Kjo n Ky jeouHy KOMIIeTHU IpadOBU Ca UCTOM
0COOUHOM;

Jleme 2.3 u 2.4 y xojuma cy ompebenu cBu Ba/baHM CKyIOBU CBUX cTabaJjia U CBUX KOM-
IIETHUX rpadoBa ca UCTOM OCOOUHOM;

Teopeme 2.5, 2.6, 2.7 m 2.8 0 MakCUMaJHUM TpadoBUMa 3a HEKa CTabja W KOMIJIETHE
rpadoBe Kao 3Be31a KOMILIEMEHTE 3a CONCTBEHY BpemHocT Ay = 1;

Jleme 2.5 u 2.6 u Teopema 2.9 y rojuma ce oapelyjy Heke ocoOMHE YHUIMKINYKAX 3BE37a
KOMILJIEMEHATA 38 CONCTBEHY BPEIHOCT Ay = 1 M caMu 3Be3ma KOMIJIEMEHTH;

Teopema 2.10 y xojoj ce onpeDyjy CcBu Ba/haHM CKYNOBU YHUIUKJINUKAX 3BE31a KOMILIE-
MEHATa 34 COINCTBEHY BPEIHOCT Ay = I;

Teopeme 2.11 u 2.12 o0 mMaxkcuMaJIHUM rpa@OBUMa 3a HEKE YHUNUKJIWYKE 3Be31a KOMILIe-
MEHTE 3a COIICTBEHY BpemHocT Ay = 1.

T'rasa 3:

Jlema 3.1 o mocTojamy WHjEeKTUBHOT MPECIUKABAMmA CKyMa MOBE3aHUX (—MHTErPATHUX
rpaoBa y CKyI IOBE3aHUX WHTEIDAJHUX I'paoBa;

Teopewme 3.1, 3.2 n 3.3 y kojuma je onpebeno cux 26 noBezanux Q-MHTErPAJIHUX IPaPOBa
YMju CTeneHU uBUIA HuUCY Behu on dermpu;

Jlema 3.2 o cmexkrpanuum MoMeHTuMa 13, T5s u Ty Q—cmekTpa y ciIydajy ceMUperyjJapHUX
OunapTuTHUX IpadoBa;

Teopema 3.5 y kojoj cy onpebenu csu nosezanu (1,6) u (2,5)—cemMuperynapuau GunapTuTHA
Q-uHTerpaJHu rpadoBy;

Jlema 3.3 y xojoj cy onpebenu csu moryhu Q—cunekrpu nosesanux (3,4)—ceMuperynapHux
ounapTUTHUX Q—MHTErpaHUX rpadoBa;

Teopeme 3.6, 3.7 u 3.8 y KOojuMa Cy Pa3sMOTPEHU HEKU o (Q—CIeKTapa M3 MPETXOMIHE JeMe
u onpebenn rpagoBu KOju UM OArOBapajy;

OONATHU Homamy O cBuUM onpebenum (Q-wmHTErpajHUM rpadOoBUMa OIPDAHUYEHUX CTEIEHA
UBUIIA;

Jlema 3.4 0 Q—cuexkTprMa KOMIIJIETHUX W KOMILJIETHUX OUIaPTUTHUX IPpadoBa;

KJIaca CBUX TTOBe3aHux (J-MHTerpaJHux rpadosa pena He Beher on mecer, momaTHu mopanu
(0 cBaKOM OX HUX) M KOMEHTaPH;

Jlema 3.5 o kKOMmIeTHMM OMOAPTUTHUM I'PAPOBUMA KOjU Cy HCTOBPEMEHO WHTErDAJIHU,
L—vuTerpasau u Q-MHTETPAJHU;

noBe3aHu rpadoBU HajMamer pena (pa3iuuyuTu O PEryJapHUX U KOMILJIETHUX OUIIADTUT-
HUX) KOJU Cy UCTOBPEMEHO UHTErDAJHU, L-uHTerpasuu u Q—VMHTErPaJHU.

YupaBo HaBeIeHU pe3yJITaTy MPEACTABbA]Y U OPUTMHAJIAH HAYYHU nonpuHoc auceranuje. Ciaenu

HEIITO BUIIE Ha Ty TEMY.

I'padoBu 3a kKOje je PEKOHCTPYKIMja KAPAKTEPUCTUYHOL IIOJMHOMA jeIWHCTBEHA CY, y OKBUDPY

AucepTranyje, NPOMIMPEHN 3a jOuUl TP KJace; y3 TO, oOujeHu cy u Heku npoupaTtau pesyiararu (Jlema
1.4 u Teopema 1.13). IIpe3enToBanu pe3yararu NpoOJIEMATUKY YMHE WHTEPECAHTHU]JOM W OTBAPAjy
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IpOCTOp 3a HOBa MCTpakupBama. 1Bpbhema m3 Teopeme 1.19 cy objenumena u moka3aHa HA HOBH,
eJIEMEHTAPHU]Y, HAUMH y3 KOHCTATOBame HEKUX muxoBux mnociemuuna (Jlema 1.12 m 1.13). Wneje
KO HEKUX TBpDhema M TeXHMKEe KOjuMa Cy OHA MOKa3aHa MOrY IPEICTaB/hATH OCHOBY 3a HOoOUjame
oynyhux pesyarara.

Cununo Basku u 3a pesyiarare u3 ['mase 2. Onpebene cy moBe kiace rpagoBa umja je apyra
COIICTBEHA BPENHOCT jeNHAKA 1, a TEXHUKA 3Be3[a KOMIJIEMEHATA je HalllJa CBOjy NPUMEHY Y jOII
jemHOoM mpobieMy chekTpajiHe Teopuje rpadosa. ['padoBu KO KOjUX HEKa COICTBEHA BPETHOCT
UMa BEJUKN MYJITUILIANUTET C€ AOCTA M3ydaBajy, T€ Cy AOOUjeHM PEe3yITATH 3HAYAJHU U CA TOT
rnenumra. Takobe, mocrojame masor 6poja 3Be3na U KOMILUIETHUX I'padoBa KOjU MOT'Yy OWUTU 3Be31Ia
KOMIJIEMEHTH 32 CONCTBEHY BPENHOCT Ay = | je mHTepecaHTaH pe3yJTaT HE3aBUCHO O KOHTEKCTA Y
KOM Ce HAJa3u.

Hanocnerky, orBopeH je u npobieMm onpebuBama Q-mHTErpasHUX rpadoBa u HoOUjeHU Cy IPBU
pe3yJTaru Ha TOM MOJbY. AHaau3upaHu cy nobujenu Q—CHOEKTPU U garTa je mapadiesa mdMeDhy mux
u Beh m3yuaBanux cuekrapa um L—crnekrapa. ['padoBu u3 Teopeme 3.8 u rpadosu u3 Ilornornasima
3.3.3 ce ucTudy CBOjUM MHTEPECAHTHUM cherTpaJsauM ocobuuama. Tarxobe, Jlema 3.2 mpencrasipa
pe3yarar 3HadajaH U BaH OKBUpA MpobjeMaTwKe y K0joj je mobujeH.
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