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Uvod

Ova zbirka zadataka nastala je na osnovu dela ve�bi iz kursa
Nacrtna geometrija koje su autori dr�ali na Matematiqkom fakul-
tetu u Beogradu od 1997/8. godine. Zbirka se oslaǌa na teorijske
osnove koje se mogu na�i u skripti [10] ili u
beniku [15].

�eleli smo da pokrijemo onaj deo nastavnog sadr�aja za koji ne
postoji literatura na naxem jeziku. Tako�e, svesni znaqaja koji ho-
mogene koordinate imaju u raqunarskoj grafici, odluqili smo da, o-
staju�i u okvirima geometrije, jedan deo zbirke posvetimo i toj temi.
Deo zadataka iz ove zbirke je originalan, a ostatak je preuzet iz razne
geometrijske literature.

Nekoliko reqi o sadr�aju zbirke. Deo koji se radi na ve�bama je
sadr�an u prve tri glave. Na poqetku, u Glavi 1, navodimo teori-
jske osnove kako bismo obezbedili relativnu zatvorenost sadr�aja
zbirke i uveli oznake. U Glavi 2 obra�ujemo realnu projektivnu
pravu. Posebna pa�ǌa je posve�ena razumevaǌu homogenih koordinata
i vezi izme�u afine i projektivne geometrije. Projektivna ravan je
obra�ena u Glavi 3. Kao va�na, istaknuta je dualnost projektivnih
prostora taqaka i pravih koja se najboǉe razumeva prouqavaǌem ko-
relacija. Mixǉeǌa smo, da qitalac koji ima odre�enu geometrijsku
intuiciju i poznaje linearnu algebru mo�e nakon razumevaǌa prve
dve glave bez ve�ih problema raqunati u projektivnom prostoru bilo
koje dimenzije. Zato je u Glavi 4 nemnogo obra�en i projektivni pro-
stor.

Ostatak zbirke, mada qisto geometrijski, je nameǌen eventualnim
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primenama u raqunarskoj grafici. Afine i izometrijske transfor-
macije diskutovane su u Glavi 5, a projekcije u Glavi 6. Glava 7 je
kompletan uvod u kvaternione i ǌihovu vezu sa geometrijom. Recimo,
rotacije oko prave u trodimenzionom prostoru, objaxǌene su na dva
naqina: matriqno u Poglavǉu 5.3 i pomo�u kvaterniona u Poglavǉu
7.2.

Zasluga je prof. dr. Nede Bokan u prepoznavaǌu znaqaja ho-
mogenih koordinata u informatici i ǌihovom uvo�eǌu u sadr�aj
kursa Nacrtna geometrija. ǋoj se zahvaǉujemo i na podrxci i pomo�i
u pisaǌu ove zbirke.

Dr Predrag Janiqi� i mr Aleksandar Samar
i�, kao recenzenti,
su nizom sugestija i ideja uticali na sadr�aj zbirke, te se i ǌima
zahvaǉujemo.

Beograd, oktobar 2003.

Autori



Glava 1

Osnovne definicije i teoreme

Definicija 1.1 Realni n–dimenzioni projektivni prostor RPn je
skup klasa ekvivalencije relacije ∼ prostora Rn+1\{0} definisane sa

(x1, x2, . . . , xn+1) ∼ λ(x1, x2, . . . , xn+1), λ ∈ R\{0}.

Klasa ekvivalencije X je taqka projektivnog prostora RPn, (x1 :
x2 : . . . : xn+1) su ǌene homogene (projektivne) koordinate, dok je
X(x1, x2, . . . , xn+1) ǌen vektor predstavnik.1

Primer projektivnog prostora RPn je afini prostor Rn dopuǌen
beskonaqno dalekim taqkama. Naime, konaqnim taqkama (x1, x2, . . . , xn)
prostora Rn odgovaraju taqke (x1 : x2 : . . . : xn : 1) prostora RPn. Taqke
oblika (x1 : x2 : . . . : xn : 0) zovemo beskonaqno dalekim taqkama. Tada
va�i

RPn = {(x1 : x2 : . . . : xn+1)} =
= {(x1 : x2 : . . . : xn+1) |xn+1 6= 0} ∪ {(x1 : x2 : . . . : xn : 0)} =

=
{( x1

xn+1
:

x2

xn+1
: . . . : 1

)}
∪ {xn+1 = 0} =

= Rn ∪ taqke beskonaqno daleke hiperravni.

1Teoreme i notacija su uglavnom preuzeti iz skripte [10] gde se mogu prona�i i dokazi
teorema.
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Napomena 1.1 Jednodimenzioni projektivni prostor RP 1 zovemo pro-
jektivna prava. Primetimo da na ǌoj postoji jedna beskonaqno daleka
taqka sa koordinatama (1 : 0). Dvodimenzioni projektivni prostor
RP 2 zovemo projektivna ravan i na ǌoj su sve taqke oblika (x1 : x2 : 0),
x2

1 + x2
2 > 0, beskonaqno daleke i sve one qine beskonaqno daleku

pravu. Ukoliko ka�emo projektivni prostor, ne navode�i ǌegovu
dimenziju, podrazumeva�emo da je u pitaǌu prostor RP 3. U ǌemu
beskonaqno daleka ravan sadr�i sve beskonaqno daleke taqke.

Drugi primer prostora RPn je potprostor hiperravni u (n + 1)–
dimenzionom vektorskom prostoru Rn+1. Homogene koordinate hiper-
ravni a1x1 + a2x2 + . . . + an+1xn+1 = 0 oznaqavamo sa [a1 : a2 : . . . : an+1].

Definicija 1.2 Neka su X(x1 : x2 : . . . : xn+1) koordinate proizvoǉne
taqke prostora RPn u jednom (starom) koordinatnom sistemu, a X ′(x′1 :
x′2 : . . . : x′n+1) koordinate iste taqke u drugom (novom) projektivnom
koordinatnom sistemu, tada je promena koordinata data slede�im
formulama

λx1 = t11x
′
1 + t12x

′
2 + . . . + t1,n+1x

′
n+1,

λx2 = t21x
′
1 + t22x

′
2 + . . . + t2,n+1x

′
n+1,

...
λxn+1 = tn+1,1x

′
1 + tn+1,2x

′
2 + . . . + tn+1,n+1x

′
n+1,

λ ∈ R\{0}, xto kra�e zapisujemo

λX = TX′,

gde su X i X′ vektori predstavnici redom taqaka X i X ′, a T = (tij)
regularna matrica formata (n+1)× (n+1) koju jox zovemo i matrica
promene koordinata (matrica prelaska).

Svakih (k + 1) taqaka prostora RPn (k < n) qiji su vektori pred-
stavnici linearno nezavisni odre�uju jedinstvenu k-dimenzionu pro-
jektivnu ravan prostora RPn. Ta ravan je sama za sebe projektivni
prostor dimenzije k. Ona je zadata sa n−k nezavisnih homogenih line-
arnih jednaqina po promenǉivima x1, . . . , xn+1. Taqke koje pripadaju
jednodimenizonoj projektivnoj ravni (projektivnoj pravoj) zovemo ko-
linearnim.
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Definicija 1.3 Za (n + 2) taqke projektivnog prostora ka�emo da se
nalaze u opxtem polo�aju ako su vektori predstavnici svakih (n+1)
od ǌih linearno nezavisni.

Teorema 1.1 (Osnovna teorema projektivne geometrije) Postoji je-
dinstven homogeni koordinatni sistem prostora RPn u kojem date (n+
2) taqke u opxtem polo�aju imaju koordinate

A1 (1 : 0 : 0 : . . . : 0),
A2 (0 : 1 : 0 : . . . : 0),
...

An+1 (0 : 0 : . . . : 0 : 1),
B (1 : 1 : . . . : 1 : 1).

Napomena 1.2 Taqke Ai, i = 1, 2, . . . , n+1, iz prethodne teoreme zovemo
bazne taqke, dok je B taqka jedinice.

Definicija 1.4 Ako su A,B, C i D razliqite kolinearne taqke n–
dimenzionog projektivnog prostora, takve da za neke vrednosti α, β, γ, δ
∈ R i vektore predstavnike tih taqaka va�i

C = αA + βB, D = γA + δB,

tada dvorazmeru (A,B;C,D) taqaka A,B,C i D definixemo na slede-
�i naqin

(A,B; C, D) =
β

α
:

δ

γ
.

Ukoliko va�i (A,B;C, D) = −1, ka�emo da su taqke A,B, C i D har-
monijski konjugovane (spregnute) i to oznaqavamo sa H(A,B; C, D).

Napomena 1.3 Ukoliko su za taqke prostora RPn uzete hiperravni,
prethodna definicija se jednako primeǌuje. Iz qiǌenice da se
vektori C i D mogu izraziti preko vektora A i B sledi da su odgo-
varaju�e taqke kolinearne, a u sluqaju hiperravni, da se odgovaraju-
�e hiperravni seku po ravni dimenzije (n − 2). Primetimo i da dvo-
razmera razliqitih taqaka ne mo�e biti jednaka nuli, niti jedinici.

Teorema 1.2 (Osobine dvorazmere) Dvorazmera kolinearnih taqaka
A,B, C i D prostora RPn ne zavisi od izbora ǌihovih vektora pred-
stavnika i va�e jednakosti
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a ) (A,B;C,D) = (C, D; A,B);

b ) (A,B;C, D) = (B, A;C, D)−1.

Definicija 1.5 Za razliqite kolinearne taqke n–dimenzionog pro-
jektivnog prostora A,B, C i D ka�emo da par taqaka A,B razdvaja
par taqaka C,D (xto oznaqavamo sa A,B÷C, D), ako va�i (A,B;C,D) <
0. Sliqno, par taqaka A,B ne razdvaja par taqaka C, D (xto o-
znaqavamo sa A,B..−C,D), ukoliko je ispuǌeno (A,B;C, D) > 0.

Napomena 1.4 Primetimo da ako za neke qetiri taqke va�i H(A, B; C,
D), onda va�i A,B ÷ C,D. Tom prilikom ka�emo da taqke A i B
harmonijski razdvajaju taqke C i D.

Definicija 1.6 Projektivno preslikavaǌe n–dimenzionog projek-
tivnog prostora dato je formulama

λx′1 = p11x1 + p12x2 + . . . + p1,n+1xn+1,
λx′2 = p21x1 + p22x2 + . . . + p2,n+1xn+1,

...
λx′n+1 = pn+1,1x1 + pn+1,2x2 + . . . + pn+1,n+1xn+1,

λ ∈ R\{0}, xto matriqno zapisujemo

λX′ = PX,

gde je P = (pij) matrica preslikavaǌa. Ukoliko va�i det(P) 6=
0, tada gorǌe formule nazivamo projektivnom transformacijom.
Preslikavaǌa qija je matrica singularna nazivamo degenerativnim.2

Napomena 1.5 Domen i kodomen projektivnog preslikavaǌa ne moraju
biti projektivni prostori istog tipa. Tako se, na primer, u Poglavǉu
3.2.2 bavimo preslikavaǌima skupa taqaka projektivne ravni na skup
pravih i obratno.

Teorema 1.3 (Osobine projektivne transformacije) Transforma-
cija projektivnog prostora RPn je jednoznaqno odre�ena sa (n + 2)
taqke u opxtem polo�aju i ima slede�e osobine

a ) bijekcija je;

2Ovom vrstom preslikavaǌa �emo se posebno baviti u Glavi 6.
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b ) quva dvorazmeru, pa time i relaciju razdvojenosti parova
taqaka;

v ) k–dimenzione ravni prostora RPn preslikava u k–dimenzione
ravni.

Teorema 1.4 Projektivni prostori parne dimenzije nisu orijenta-
bilni, a prostori neparne dimenzije jesu i u ǌima je orijentacija
definisana zadavaǌem homogenih koordinata.

Definicija 1.7 Ka�emo da transformacija λX′ = PX projektivnog
prostora neparne dimenzije quva orijentaciju, ukoliko va�i det(P) >
0. U suprotnom, ka�emo da transformacija ne quva orijentaciju pro-
jektivnog prostora.

Definicija 1.8 Hiperpovrx drugog reda prostora RPn je skup re-
xeǌa kvadratne jednaqine

XT GX = 0,

gde je G = (gij) simetriqna matrica hiperpovrxi, formata (n + 1)×
(n + 1). Ukoliko va�i det(G) = 0, ka�emo da je hiperpovrx dege-
nerisana.

Teorema 1.5 Za svaku hiperpovrx drugog reda postoji koordinatni
sistem takav da u ǌemu ona ima svoj kanonski oblik, to jest, da je
matrica hiperpovrxi oblika diag(1, . . . , 1,−1, . . . ,−1, 0, . . . 0).





Glava 2

Projektivna prava

2.1 Homogene koordinate i dvorazmera
Zadatak 2.1 Taqke A1(2 : 1), A2(3 : 1) i B(4 : 1) date koordinatama (x1 :
x2) odabrane su, redom, za bazne taqke (1 : 0), (0 : 1) i taqku jedinice
(1 : 1) novog sistema homogenih koordinata (x′1 : x′2). Odrediti vezu
izme�u starog i novog sistema homogenih koordinata.

Rexeǌe: Neka su X(x1 : x2) i X ′(x′1 : x′2) koordinate proizvoǉne taqke
u starom, odnosno, novom koordinatnom sistemu. Tada, na osnovu
Definicije 1.2, za λ ∈ R\{0} va�i jednakost

λX = TX′,

gde su X(x1, x2) i X′(x′1, x
′
2) vektori predstavnici taqaka X i X ′, a T =

(tij) matrica promene koordinata. U razvijenoj formi, ta jednakost
je

λx1 = t11x
′
1 + t12x

′
2,

λx2 = t21x
′
1 + t22x

′
2.

Ovo daje sistem od xest jednaqina sa sedam nepoznatih:

λ12 = t111 + t120, λ23 = t110 + t121, λ34 = t111 + t121,
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λ11 = t211 + t220, λ21 = t210 + t221, λ31 = t211 + t221.

Odatle je t11 = 2λ1, t12 = −6λ1, t21 = λ1 i t22 = −2λ1. Mo�emo uzeti,
na primer, da je λ1 = 1, pa je tra�ena matrica promene koordinata

T =
(

2 −6
1 −2

)
.

¤

Zadatak 2.2 Ako su koordinate baznih taqaka i taqke jedinice novog
koordinatnog sistema (x′1 : x′2) u starom sistemu (x1 : x2) redom A′1(a11 :
a21), A′2(a12 : a22) i B′(b1 : b2), odrediti:

a ) koordinate (x′1 : x′2) u funkciji od koordinata (x1 : x2);

b ) koordinate (x1 : x2) u funkciji od koordinata (x′1 : x′2).

Zadatak 2.3 Odrediti afine koordinate baznih taqaka i taqke je-
dinice projektivnog sistema koordinata projektivne prave.

Zadatak 2.4 Na projektivnoj pravoj su date taqke A(0 : 1), B(1 : 0),
C(1 : 1) i D(3 : 2). Koriste�i Definiciju 1.4, odrediti dvorazmeru
(A,B; C,D).

Zadatak 2.5 Na projektivnoj pravoj date su razliqite taqke A,B i
C. Dokazati da, za proizvoǉnu vrednost α ∈ R\{0, 1}, postoji jedin-
stvena taqka D, takva da va�i (A,B; C, D) = α. Specijalno, dokazati
da postoji jedinstvena taqka D, takva da va�i H(A,B; C, D).

Zadatak 2.6 Na projektivnoj pravoj date su taqke A(1 : 0), B(2 : 1) i
C(4 : 1). Odrediti koordinate taqke X za koju va�i H(A,X;B, C).

Rexeǌe: Va�i (vidi Teoremu 1.2)

H(A,X; B, C) ⇔ (A,X;B, C) = −1 ⇔ (B, C; A,X) = −1.

Neka je
A = αB + βC, X = γB + δC.

Tada va�i

1 = 2α + 4β,

0 = α + β,
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odakle dobijamo α = −β, to jest,
β

α
= −1. Daǉe je

−1 = (B,C; A,X) =
β

α
:

δ

γ
= −1 :

δ

γ
,

odakle sledi δ = γ, xto znaqi da je

X = γB + γC = (6γ, 2γ).

Izaberemo li, recimo, γ =
1
2
, dobijamo X(3 : 1). ¤

Napomena 2.1 Uoqimo da su afine koordinate taqaka iz prethodnog
zadatka A(∞)1, B(2) i C(4), pa je u afinom smislu, taqka X(3) sredixte
du�i BC. Ovo va�i u opxtem sluqaju, o qemu govori Zadatak 2.7. Da
je dvorazmera odnos dve afine razmere (otuda i naziv) objaxǌeno je
u Zadatku 2.8.

Zadatak 2.7 Na dopuǌenoj afinoj pravoj date su taqke A(∞) = (1 : 0),
B(b) = (b : 1) i C(c) = (c : 1). Dokazati da je taqka X, za koju va�i
H(A,X; B, C), sredixte du�i BC.

Zadatak 2.8 Na afinoj pravoj uvedene su projektivne koordinate.
Odrediti afini smisao dvorazmere (A, B; C,D) taqaka A(x1) = A(x1 :
1), B(x2) = B(x2 : 1), C(x3) = C(x3 : 1) i D(x4) = D(x4 : 1).

Rexeǌe: Treba, dakle, vektore koji odgovaraju taqkama C i D izra-
ziti u zavisnosti od vektora predstavnika taqaka A i B:

C = αA + βB,

odnosno

(x3, 1) = α(x1, 1) + β(x2, 1),

xto daje

x3 = αx1 + βx2,
1 = α + β,

1Taqkom (∞) je afina prava dopuǌena do projektivne prave, to jest, RP 1 = R ∪ {(∞)}
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odakle dobijamo

α =
x3 − x2

x1 − x2
, β =

x3 − x1

x2 − x1
.

Sliqno je

D = γA + δB,

odakle dobijamo

γ =
x4 − x2

x1 − x2
, δ =

x4 − x1

x2 − x1
,

pa za dvorazmeru va�i:

(A,B; C, D) =
β

α
:

δ

γ
=

x3 − x1

x2 − x3
:

x4 − x1

x2 − x4
,

xto znaqi da je u afinom smislu dvorazmera odnos
AC
CB

:
AD
DB

. ¤

Zadatak 2.9 Dokazati da za razliqite taqke A,B,C, D i E projektivne
prave va�i

(A,B; C, D)(A,B; D, E)(A,B; E,C) = 1.

Zadatak 2.10 Na projektivnoj pravoj date su razliqite taqke A,B, C i
D. Dokazati da na ǌoj postoje taqke P i Q koje harmonijski razdvajaju
i par A,B i par C, D ako i samo ako par C,D ne razdvaja par A, B.

Uputstvo: Neka je (x1 : x2) projektivni koordinatni sistem, takav
da u ǌemu date taqke imaju koordinate A(1 : 0), B(0 : 1), C(1 : 1), D(d :
1), P (p : 1), Q(q : 1), gde su d, p i q razliqiti od nule i me�usobno
razliqiti brojevi. Tada je:

C, D..−A, B ⇔ (A,B; C, D) > 0 ⇔ d > 0.

Sa druge strane, dobijamo

(A,B; P, Q) = (C, D; P, Q) = −1 ⇔ −q = p =
√

d.

Ovo znaqi da je uslov postojaǌa taqaka P i Q koje harmonijski raz-
dvajaju date parove taqaka ekvivalentan uslovu d > 0, odakle sledi
tvr�eǌe. ¤
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2.2 Transformacije projektivne prave
Zadatak 2.11 Odrediti formule projektivne transformacije koja ta-
qke A(0 : 1), B(1 : 0) i C(1 : 1) prevodi redom u taqke A′(1 : −1), B′(1 : 1)
i C ′(1 : 3).

Uputstvo: U skladu sa Definicijom 1.6, zakǉuqujemo da je trans-
formacija oblika

λX′ = PX,

gde je P = (pij) nedegenerisana matrica, a λ 6= 0. Sliqno kao u Za-
datku 2.1, dolazimo do sistema od 6 jednaqina sa 7 nepoznatih, qijim
rexavaǌem dobijamo matricu tra�ene transformacije:

P =
(

2 −1
2 1

)
.

Drugi naqin za rexavaǌe ovog zadatka je dat u Zadatku 2.16. ¤

Zadatak 2.12 Na projektivnoj pravoj date su taqke A(1 : 0), B(1 : 1) i
C(0 : 1). Odrediti koordinate taqke D, takve da va�i H(A,B; C, D), a
zatim odrediti formule transformacije koja taqke A,B i C prevodi
redom u taqke A, B i D.

Zadatak 2.13 Odrediti formule inverzne transformacije, transfor-
macije

λx′1 = 3x1 + 4x2,
λx′2 = 2x1 + 3x2.

Zadatak 2.14 Odrediti invarijantne taqke transformacije

a ) λx′1 = 2x1 − x2,
λx′2 = x1 + 4x2;

b )
λx′1 = 2x1 + 3x2,
λx′2 = 3x1 + 2x2;

v )
λx′1 = 2x1 − x2,
λx′2 = 2x1 + x2.
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Rexeǌe: a) Tra�imo taqke za qije koordinate va�i X = (x1 : x2) =
(x′1 : x′2), to jest, rexavamo sistem

λx1 = 2x1 − x2,
λx2 = x1 + 4x2.

On se kra�e zapisuje sa
λX = PX,

odakle je
(P− λE)X = 0.

Trivijalno rexeǌe (0 : 0) nije taqka projektivne prave! Invarijantna
taqka je predstavǉena sopstvenim vektorima matrice P. Karakteri-
stiqni polinom χP(λ), matrice P je

χP(λ) =
∣∣∣∣

2− λ −1
1 4− λ

∣∣∣∣ = (λ− 3)2.

Dakle, dvostruka sopstvena vrednost je λ1 = λ2 = 3. ǋoj odgovara
sopstveni vektor (1,−1), a ǌemu jedina invarijantna taqka A(1 : −1).

b ) Sliqno kao u prethodnom sluqaju, dobijaju se invarijantne
taqke A1(1 : 1) i A2(1 : −1).

v ) U ovom sluqaju nema invarijantnih taqaka. ¤

Zadatak 2.15 Zapisati transformaciju

λx′1 = 2x1 − x2,
λx′2 = x1 + 4x2.

u afinim koordinatama.

Rexeǌe: Data transformacija u afinim koordinatama ima oblik

x′ =
x′1
x′2

=
2x1 − x2

x1 + 4x2
=

2x1

x2
− x2

x2

x1

x2
+

4x2

x2

=
2x− 1
x + 4

.

¤
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Napomena 2.2 Svaka projektivna transformacija u afinim koordi-
natama ima oblik

x′ =
ax + b

cx + d
, ad− bc 6= 0.

Zadatak 2.16 Odrediti formule transformacije projektivne prave
koja taqke A(1 : −1), B(1 : 0) i C(2 : 1) prevodi redom u taqke A′(0 :
1), B′(1 : 1) i C ′(1 : −2).

Rexeǌe: Afine koordinate koje odgovaraju datim homogenim koordi-

natama su A(−1), C(2), A′(0), B′(1), C ′(−1
2
),B(∞). Sada, transformaciju

potra�imo u obliku

x′ =
ax + b

cx + d
.

Iz datih uslova dobijamo:

A 7→ A′ : 0 =
−a + b

−c + d
,

B 7→ B′ : 1 = lim
x→∞

ax + b

cx + d
,

C 7→ C ′ : −1
2

=
2a + b

2c + d
.

Odavde je b = c = a i d = −8a, to jest, za a = 1

x′ =
x + 1
x− 8

.

Ovo je tra�ena transformacija, ali u afinim koordinatama. Povrat-
kom na projektivne, dobijamo

λx′1 = x1 + x2,
λx′2 = x1 − 8x2.

¤

Zadatak 2.17 Zapisati transformaciju iz Zadatka 2.15 u novim ho-
mogenim koordinatama (a1 : a2) u kojima invarijantna taqka A(−1 : 1)
ima koordinate (1 : 0) i u ǌima odgovaraju�im afinim koordinatama.
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Rexeǌe: Oznaqimo sa

Px =
(

2 −1
1 4

)

matricu transformacije u koordinatnom sistemu (x1 : x2). ǋena je-
dina invarijantna taqka je A(1 : −1). Koordinatnih sistema (a1 : a2)
u kojima taqka A(1 : −1) ima koordinate (1 : 0) ima beskonaqno mnogo.
Odredimo matricu prelaska T izme�u starih koordinata (x1 : x2)
i nekih novih koordinata (a1 : a2). Taqka A odgovara prvom novom
baznom vektoru (jer su joj nove koordinate (1 : 0)), pa zato ǌene stare
koordinate qine prvu kolonu matrice T. Druga kolona matrice T je
proizvoǉna do na uslov det(T) 6= 0 (u tome se i ogleda proizvoǉnost
sistema (a1 : a2)). Recimo,

T =
(

1 1
−1 0

)
.

Matrica Pa transformacije u koordinatama (a1 : a2) je

Pa = T−1PxT =
(

0 −1
1 1

) (
2 −1
1 4

)(
1 1

−1 0

)
=

(
3 −1
0 3

)
.

Dakle, ista transformacija projektivne prave u novim koordinatama
je data sa

λa′1 = 3a1 − a2,

λa′2 = 3a2.

Prelaskom na odgovaraju�e afine koordinate dobijamo

a′ =
a′1
a′2

=
3a1 − a2

3a2
=

3a1

a2
− a2

a2

3a2

a2

= a− 1
3
.

¤

Napomena 2.3 Transformacija u koordinatama (a1 : a2) je afina jer
su te koordinate izabrane tako da je u ǌima invarijantna taqka A
beskonaqno daleka. Taqnije, transformacija je u tim koordinatama
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translacija koja pomera sve (konaqne) taqke tako da (i odatle) za-
kǉuqujemo da je A jedina invarijantna taqka. Primetimo da u projek-
tivnoj geometriji pojam konaqnosti, kao i pojam afinosti neke trans-
formacije, zavisi od izbora koordinata, to jest, ne postoji.

Definicija 2.1 Transformaciju projektivne prave koja ima nula,
jednu, odnosno dve invarijantne taqke nazivamo redom eliptiqka,
paraboliqka, odnosno hiperboliqka.

Zadatak 2.18 Koji su neophodni i dovoǉni uslovi da transforma-
cija projektivne prave bude eliptiqka, paraboliqka, odnosno hiper-
boliqka?

Zadatak 2.19 Dokazati da skup AM , transformacija projektivne pra-
ve sa jednom zajedniqkom invarijantnom taqkom M , qini podgrupu
grupe projektivnih transformacija izomorfnu grupi afinih trans-
formacija.

Uputstvo: Izabrati koordinatni sistem (x1 : x2) u kome taqka M ima
koordinate M(1 : 0). Lako se proverava da su matrice tranformacija
pri kojima je taqka M(1 : 0) invarijantna oblika

fav :
(

a v
0 1

)
, a 6= 0. (2.1)

Nije texko proveriti da takve transformacije qine podgrupu grupe
projektivnih transformacija. Oznaqimo sa (a, v) afinu transforma-
ciju x 7→ ax + v, a 6= 0. Direktno se proverava da je transformacija

(a, v) 7→
(

a v
0 1

)
,

izomorfizam afine grupe i podgrupe AM u odnosu na kompoziciju
transformacija (odnosno mno�eǌe matrica). ¤

Zadatak 2.20 Dokazati da skup HMN , transformacija projektivne
prave sa dvema zajedniqkim invarijantnim taqkama M i N , qini ko-
mutativnu podgrupu grupe projektivnih transformacija.
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Rexeǌe: Sve aksiome Abelove grupe (izuzev komutativnosti) se tri-
vijalno proveravaju (primetimo da va�i Id ∈ HMN). Neka je (x1 : x2)
projektivni koordinatni sistem takav da u ǌemu invarijantne taqke
imaju koordinate M(1 : 0) i N(0 : 1). Odredimo opxti oblik trans-
formacije koja pripada HMN :

M 7→ M :
λ1 = p11,
0 = p21,

N 7→ N : 0 = p12,
λ2 = p22.

Odavde dobijamo opxti oblik matrice transformacije:

ha :
(

p11 0
0 p22

)
∼

(
a 0
0 1

)
, a =

p11

p22
6= 0.

Za ha, hb ∈ HMN , va�i

ha ◦hb =
(

a 0
0 1

)(
b 0
0 1

)
=

(
ab 0
0 1

)
=

(
b 0
0 1

)(
a 0
0 1

)
= hb ◦ha,

odakle sledi komutativnost. ¤

Zadatak 2.21 Dokazati da je skup PM , koji se sastoji od svih parabo-
liqkih transformacija sa zajedniqkom inavarijantnom taqkom M i
identiqkog preslikavaǌa, Abelova podgrupa grupe projektivnih
transformacija prave.

Uputstvo: Izborom koordinatnog sistema u kom invarijantna taqka
M ima koordinate (1 : 0), dobijaju se transformacije qija je matrica
oblika (2.1). Uslov paraboliqnosti (to jest, da je M jedina inva-
rijantna taqka) daje matrice koje reprezentuju transformacije skupa
PM u obliku

τv :
(

1 v
0 1

)
, v ∈ R. (2.2)

Da je podgrupa komutativna, proverava se direktno, to jest, kao u
Zadatku 2.20. ¤
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Napomena 2.4 Jasno je da su grupe PM i HMN podgrupe grupe AM

(vidi Zadatke 2.19, 2.20 i 2.21). Preciznije, one redom predstavǉaju
podgrupu translacija i podgrupu homotetija afine grupe.

Zadatak 2.22 Odrediti afini zapis transformacija fav, ha, τv iz Za-
dataka 2.19, 2.20 i 2.21.

Zadatak 2.23 Date su taqke M, A i A′ projektivne prave. Dokazati da
postoji jedinstvena paraboliqka transformacija f pri kojoj je taqka
M invarijantna i koja taqku A prevodi u A′. Neka je A′′ = f(A′).
Dokazati da va�i H(A′′, A; A′,M).

Uputstvo: Odabrati projektivni koordinatni sistem u kome date
taqke imaju koordinate M(1 : 0), A(0 : 1) i A′(1 : 1). Poxto je taqka
M(1 : 0) invarijantna, zakǉuqujemo da paraboliqka transformacija
ima oblik (2.2). ¤

Napomena 2.5 Na osnovu prethodnog zadatka, svaka paraboliqka
transformacija je jednoznaqno odre�ena ako je zadata ǌena invari-
jantna taqka M i jedan par taqaka A i A′ = f(A).

Zadatak 2.24 Odrediti formule paraboliqke transformacije f do-
puǌene afine prave koja ostavǉa taqku M(−2) invarijantnom, a taqku
A(−5) prevodi u taqku A′(5). Odrediti sliku beskonaqno daleke taqke
X(∞). Odrediti taqku B, takvu da va�i (A,A′; B,X) = −2.

Rexeǌe: Projektivne koordinate koje odgovaraju datim afinim su:
M(−2 : 1), A(−5 : 1), A′(5 : 1) i X(1 : 0). Najpre odredimo taqku
A′′, takvu da va�i H(M, A′; A,A′′). Dobijamo A′′(−5 : 13). Na osnovu
Primedbe 2.5, transformacija f je odre�ena sa: f : M, A, A′ZM, A′, A′′.
Posle rexavaǌa sistema dobijamo ǌenu matricu

P =
(

1 −40
10 41

)
.

Daǉe, jednostavno dobijamo sliku X ′(1 : 10) taqke X, kao i da taqka
B ima koordinate (−5 : 3). ¤

Zadatak 2.25 Dokazati da je transformacija projektivne prave koja
razliqite taqke A, B i C prevodi redom u taqke B, C i A eliptiqka.
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Rexeǌe: Pretpostavimo da data transformacija ima invarijantnu
taqku M. Ona je tada razliqita od taqaka A,B i C, pa va�i neki
raspored, recimo, M, A÷B,C. Kako projektivna transformacija quva
razdvojenost parova taqaka (vidi Teoremu 1.3), kada je primenimo
va�i�e M, B ÷ C, A. Kontradikcija! Analogno se razmatraju i drugi
mogu�i rasporedi. ¤

Napomena 2.6 O razdvojenosti parova taqaka na projektivnoj pravoj
mo�emo razmixǉati kao o razdvojenosti parova taqaka na krugu. Ra-
zlog je qiǌenica da su projektivna prava i krug topoloxki ekviva-
lentni.

Zadatak 2.26 Odrediti neophodan i dovoǉan uslov da transforma-
cija projektivne prave koje taqke A1(1 : 0), A2(0 : 1) i B(1 : 1) prevodi
redom u taqke A′1(a

′
11 : a′12), A

′
2(a

′
21 : a′22) i B′(b′1 : b′2) quva orijentaciju?

Uputstvo: Najpre odrediti matricu P date transformacije, a zatim
pokazati da je uslov det(P) > 0 (vidi Definiciju 1.7) ekvivalentan
uslovu

∣∣∣∣
a′21 b′1
a′22 b′2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

b′1 a′11
b′2 a′12

∣∣∣∣
∣∣∣∣

a′11 a′21
a′12 a′22

∣∣∣∣ > 0.

¤

Zadatak 2.27 Dokazati da eliptiqka i paraboliqka transformacija
ne meǌaju orijentaciju.

Rexeǌe: Neka je transformacija data sa λX′ = PX. Karakteri-
stiqni polinom matrice P je

χP(λ) = λ2 − (p11 + p22)λ + p11p22 − p12p21,

to jest,

χP(λ) = λ2 − Tr(P)λ + det(P).

Iz uslova eliptiqnosti ili paraboliqnosti transformacije sledi
da diskriminanta gorǌe kvadratne jednaqine nije pozitivna. Odatle
je
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Tr(P)2 − 4 det(P) ≤ 0 ⇔ 4 det(P) ≥ Tr(P)2 ≥ 0 ⇒ det(P) ≥ 0.

Kako je determinanta matrice proizvoǉne projektivne transforma-
cije razliqita od nule, ovim je tvr�eǌe dokazano. ¤

Definicija 2.2 Transformaciju f , prostora RPn, nazivamo cikli-
qkom, ukoliko za neko n ∈ N\{1} va�i fn = Id. U tom sluqaju, najmaǌe
n za koje je ispuǌena data jednakost zovemo ciklusom te transfor-
macije. Specijalno, transformaciju f za koju va�i f2 = Id, f 6= Id
nazivamo involucija.

Zadatak 2.28 Dokazati da transformacija projektivne prave

λx′1 = x1 + x2,
λx′2 = + x2,

nije cikliqka.

Rexeǌe: Ako bi data transformacija bila cikliqka onda bi, na
osnovu Definicije 2.2, postojao prirodan broj n 6= 1, takav da va�i:
Pn = λE, λ ∈ R\{0}, gde je

P =
(

1 1
0 1

)
,

ǌena matrica. Me�utim, kako je

Pn =
(

1 n
0 1

)
,

va�i Pn 6= λE, n ∈ N. ¤

Zadatak 2.29 Dokazati da je transformacija ciklusa 3 eliptiqka i
odrediti bar jednu takvu transformaciju.

Rexeǌe: Da je transformacija ciklusa 3 eliptiqka dokazuje se kao u
Zadatku 2.25. Primer takve transformacije je transformacija iz tog
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istog zadatka. Ako odaberemo projektivni koordinatni sistem takav
da u ǌemu va�i A(1 : 0), B(0 : 1) i C(1 : 1), dobijamo ǌene formule

λx′1 = x2,
λx′2 = −x1 + x2.

¤

Zadatak 2.30 Dokazati da ako za transformaciju f projektivne prave
postoji par taqaka A i A′ takav da va�i A′ = f(A) i A = f(A′), tada
je f involucija.

Uputstvo: Odabrati A(1 : 0) i A′(0 : 1), zatim odrediti opxti oblik
matrice P transformacije f i, naposletku, pokazati da va�i P2 =
λE, λ ∈ R\{0}. ¤

Zadatak 2.31 Involucija projektivne prave zadata je parovima odgo-
varaju�ih taqaka A(1 : 2) i A′(1 : 0), odnosno B(2 : 3) i B′(8 : 1).
Odrediti tu involuciju, ǌene invarijantne taqke i ispitati quva li
orijentaciju.

Zadatak 2.32 Dokazati da je projektivna transformacija prave koja
taqke A, B i C prevodi redom u taqke A′, B′ i C ′, involucija ako i
samo ako va�i (A,B;C,C ′) = (B′, A′;C, C ′).

Rexeǌe: Neka je f involucija. Poxto f quva dvorazmeru, na osnovu
Teoreme 1.2 va�i:

(A,B; C, C ′) = (f(A), f(B); f(C), f(C ′)) = (A′, B′;C ′, C) = (B′, A′; C, C ′).

Obratno, neka va�i (A,B;C, C ′) = (B′, A′; C, C ′). Sliqno prethod-
nom:

(B′, A′;C,C ′) = (A,B;C,C ′) = (f(A), f(B); f(C), f(C ′)) =
= (A′, B′;C ′, C ′′) = (B′, A′; C ′′, C ′).

Zbog jedinstvenosti qetvrte harmonijski konjugovane taqke, sledi C =
C ′′, to jest, f(C ′) = C. Odatle i na osnovu Zadatka 2.30, zakǉuqujemo
da je transformacija f involucija. ¤
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Zadatak 2.33 Ako su A, A′ i B, B′ dva para odgovaraju�ih taqaka
hiperboliqke (eliptiqke) involucije, dokazati da va�i A,A′..−B, B′

(A,A′ ÷B, B′).

Rexeǌe: Neka je (x1 : x2) projektivni koordinatni sistem, takav da
u ǌemu date taqke imaju slede�e koordinate: A(1 : 0), A′(0 : 1), B(1 : 1)
i B′(b : 1), b ∈ R\{0, 1}. Iz datih uslova dobijamo matricu transfor-
macije

P =
(

0 b
1 0

)
.

ǋen karakteristiqni polinom, χP(λ) = λ2 − b, ima dve razli-
qite realne nule za b > 0 (i u tom sluqaju je transformacija hiper-
boliqka), odnosno nema realnih nula za b < 0 (kada je transformacija
eliptiqka).

Na osnovu Definicije 1.5, par taqaka A i A′ razdvaja par taqaka
B i B′, ako va�i (A, A′;B, B′) < 0. U ovom sluqaju je:

B = A + A′

B′ = bA + A′

}
⇒ (A,A′; B,B′) =

1
1

:
1
b

= b,

odakle sledi tvr�eǌe. ¤

Napomena 2.7 Primetimo da karakteristiqni polinom iz prethodnog
zadatka ne mo�e imati jednu (dvostruku) realnu nulu zbog uslova
b 6= 0, xto znaqi da na projektivnoj pravoj ne postoje paraboliqke
involucije.

Zadatak 2.34 Odrediti opxti oblik involucije projektivne prave.
Odrediti neophodan i dovoǉan uslov pri kom je ta involucija hiper-
boliqka, odnosno eliptiqka?

Rexeǌe: Razmotrimo projektivna transformaciju:

λx′1 = p11x1 + p12x2,
λx′2 = p21x1 + p22x2.

Iz jednakosti
(

p11 p12

p21 p22

)2

=
(

p2
11 + p12p21 p12(p11 + p22)

p21(p11 + p22) p2
22 + p12p21

)
,
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sledi da je ona involucija ako va�i p11 = −p22. Dakle, involucija na
projektivnoj pravoj je reprezentovana matricom

P =
(

p11 p12

p21 −p11

)
.

Lako se proverava da je ova involucija hiperboliqka ako va�i p2
11 +

p12p21 > 0, odnosno eliptiqka ukoliko je ispuǌeno p2
11 + p12p21 < 0. ¤

Zadatak 2.35 Odrediti sve involutivne transformacije projektivne
prave koje taqku A(1 : 0) prevode u taqku A′(0 : 1). Koje od ǌih su
eliptiqke, a koje hiperboliqke?

Zadatak 2.36 Na projektivnoj pravoj date su dve involucije: ωe–eli-
ptiqka i ωh–hiperboliqka, takve da se invarijantne taqke M i N
hiperboliqke involucije transformixu jedna u drugu pri eliptiqkoj
involuciji. Dokazati da je transformacija ω = ωh ◦ ωe hiperboliqka
involucija i objasniti xta su joj invarijantne taqke.

Uputstvo: Izborom pogodnog koordinatnog sistema odre�uju se in-
volucije ωe i ωh, a zatim i transformacija ωh ◦ ωe, za koju se prove-
rava da je hiperboliqka involucija. Za ǌene invarijantne taqke A i
B va�i ωh(A) = B i ωe(A) = B. ¤

Zadatak 2.37 Dokazati da ako su M i N invarijantne taqke hiper-
boliqke involucije f , onda svaki par taqaka A i A′ = f(A) harmoni-
jski razdvaja par M,N . Obratno, ako dve taqke projektivne prave M
i N harmonijski razdvajaju svaki par taqaka pri nekoj involuciji f ,
tada je ta involucija hiperboliqka sa invarijantnim taqkama M i N .

Zadatak 2.38 Dokazati da se svaka transformacija f projektivne
prave mo�e predstaviti kao proizvod dve involucije od kojih je bar
jedna hiperboliqka.

Uputstvo: Neka va�i A′ = f(A) i A′′ = f(A′). Razmotrimo involuciju
i1 pri kojoj je taqka A′ invarijantna, a taqka A prelazi u taqku A′′.
Tada transformacija i2 = i1 ◦ f preslikava taqku A u A′ i obratno,
taqku A′ u A. Dakle, i i2 je involucija, pa va�i f = i1 ◦ i1 ◦ f =
i1 ◦ i2. Involucija i1 je hiperboliqka jer joj je A′ invarijantna taqka,
a paraboliqke involucije ne postoje (Zadatak 2.33). ¤
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Zadatak 2.39 U afinoj ravni date su prave a : y = 0, b : y = x i taqka
S(1, 2). Na pravoj a uveden je novi projektivni koordinatni sistem
(x1 : x2) qije bazne taqke imaju afine koordinate A1(0, 0), A2(2, 0), a
taqka jedinice B(3, 0), a na pravoj b sistem (x′1 : x′2) qije bazne taqke i
taqka jedinice imaju afine koordinate C1(1, 1), C2(0, 0) i D(2, 2). U da-
tim homogenim koordinatama odrediti formule perspektivne trans-

formacije ϕ : a
S∧ b.

Zadatak 2.39

-

6 y = x

y = 0

S

A1

C2 X

Y

A2 B

C1

D

x

y

-

Rexeǌe: Da bi odredili formule transformacije potrebna su nam
bilo koja tri para taqaka (to jest, tri taqke sa prave a i ǌihove slike
sa b). Odredimo, na primer, koje se taqke transformixu u C1, C2 i
D. Oqigledno se sa centrom perspektive S, u taqke C1(1, 1), C2(0, 0) i
D(2, 2) transformixu redom taqke X(1, 0), A1(0, 0) i Y (koja je beskona-
qno daleka taqka prave a). Radi preglednosti dajemo tabelu:

afine koordinate na a homogene (a1 : a2) (x1 : x2) ϕ (x′1 : x′2)
X(1) X(1 : 1) X(? :?) 7→ C1(1 : 0)
A1(0) A1(0 : 1) A1(1 : 0) 7→ C2(0 : 1)
Y (∞) Y (1 : 0) Y (? :?) 7→ D(1 : 1)

U tabeli su sa (a1 : a2) oznaqene homogene koordinate koje odgovaraju
afinim koordinatama na pravoj y = 0. Najpre treba prona�i (x1 :
x2) koordinate taqaka X i Y . Za to nam je neophodna matrica T
transformacije koordinata (a1 : a2) u (x1 : x2) koja se dobija na osnovu
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koordinata taqaka A1, A2 i B. Sliqno kao u Zadatku 2.1, dobijamo

T =
(

3 −6
1 0

)
.

Koriste�i relaciju λX = TA, dobijamo taqke X(−3 : 1), Y (3 : 1) u
koordinatnom sistemu (x1 : x2). Preostaje nam da odredimo transfor-
maciju ϕ koja taqke X(−3 : 1), A1(1 : 0), Y (3 : 1) prevodi redom u taqke
C1(1 : 0), C2(0 : 1), D(1 : 1). Dobijamo da je ona data sa

λx′1 = 6x2,
λx′2 = x1 + 3x2.

¤

Zadatak 2.40 U afinoj ravni date su prave a : y = 0, b : y = 2x i taqke
S1(0, 1) i S2(−1, 2). U homogenim koordinatama prave a odrediti jedna-

qine kompozicije ϕ = ϕ2 ◦ ϕ1 perspektivnih transformacija ϕ1 : a
S1∧ b

i ϕ2 : b
S2∧ a. Odrediti invarijantne taqke dobijene transformacije.



Glava 3

Projektivna ravan

3.1 Koordinate u projektivnoj ravni
Zadatak 3.1 U odnosu na koordinatni sistem (x1 : x2 : x3), date su
koordinate novih baznih taqaka A′1(4 : 1 : 1), A′2(4 : 4 : 1), A′3(0 : 4 : 1) i
taqke jedinice B′(2 : 1 : 1) novog koordinatnog sistema (x′1 : x′2 : x′3).
Odrediti formule transformacije starih koordinata u nove.

Uputstvo: Zadatak se rexava istim postupkom kao Zadatak 2.1, s tim
xto se ovde rexava sistem od 12 jednaqina sa 13 nepoznatih. ¤

Zadatak 3.2 Odrediti jednaqinu prave koja sadr�i taqke A(2 : 5 : 2)
i B(8 : 1 : −1).

Rexeǌe: 1. naqin (ukoliko su obe taqke konaqne): Deǉeǌem posle-

dǌom koordinatom dobijamo afine koordinate datih taqaka: A(1,
5
2
) i

B(−8,−1). Afina jednaqina prave koja ih sadr�i je AB : 7x−18y+38 =
0. Povratkom na homogene koordinate dobijamo jednaqinu prave AB

7
x1

x3
− 18

x2

x3
+ 38 = 0,
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xto nakon mno�eǌa sa x3 postaje

7x1 − 18x2 + 38x3 = 0.

Koordinate prave AB zapisujemo u obliku

AB[7 : −18 : 38].

2. naqin: Neka je jednaqina tra�ene prave:

u1x1 + u2x2 + u3x3 = 0, (3.1)

gde su u1, u2 i u3 nepoznati koeficijenti. Daǉe, dobijamo sistem:

2u1 + 5u2 + 2u3 = 0,
8u1 + u2 − u3 = 0,

(3.2)

odakle sledi
[u1 : u2 : u3] = [−7 : 18 : −38] = AB.

3. naqin: Tra�ena prava je u vektorskom prostoru predstavǉena je-
dnaqinom ravni (3.1). Kako vektori A i B pripadaju toj ravni, nor-
malni vektor (u1, u2, u3) ravni je vektorski proizvod

(u1, u2, u3) = A×B =
( ∣∣∣∣

5 2
1 −1

∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣

2 2
8 −1

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣
2 5
8 1

∣∣∣∣
)

= (−7, 18,−38),

odakle sledi rezulat. ¤

Zadatak 3.3 Dokazati da taqka C(−4 : 9 : 5) pripada pravoj AB iz
prethodnog zadatka i odrediti taqku D, takvu da va�i (A,B; C, D).

Rexeǌe: 7 · (−4) − 18 · 9 + 38 · 5 = 0, odakle sledi C ∈ AB. Tra�imo
dvorazmeru:

C = αA + βB,

to jest,

−4 = 2α + 8β,

9 = 5α + β,

5 = 2α− β,
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odakle dobijamo α = 2 i β = −1. Daǉe je

−1 = (A,B; C, D) =
β

α
:

δ

γ
= −1

2
:

δ

γ
,

odakle sledi 2δ = γ, xto znaqi da va�i

D = 2δA + δB,

pa, na primer, za δ = 1 dobijamo D(12 : 11 : 3). ¤

Zadatak 3.4 Odrediti presek P pravih a : 2x1 + 3x2 − 5x3 = 0 i b :
x1 − x2 = 0.

Rexeǌe: Preseqna taqka P (1 : 1 : 1) ovih pravih lako se dobija re-
xavaǌem datog sistema jednaqina. Ipak, primetimo da je taj sistem
istog oblika kao i sistem (3.2) kojim se odre�uje prava koja sadr�i
dve taqke. Dakle, presek pravih a i b tako�e nalazimo koriste�i
vektorski proizvod, to jest,

(1, 1, 1) = P = a× b = (2, 3,−5)× (1,−1, 0).

¤

Napomena 3.1 U projektivnoj ravni va�i princip dualnosti taqaka
i pravih: ukoliko u nekoj teoremi reqi taqka, prava, pripada, sadr�i
zamenimo reqima prava, taqka, sadr�i, pripada dobijeni iskaz je tako-
�e teorema projektivne ravni.

Definicija 3.1 Ravansku projektivnu konfiguraciju koja se sastoji
od n taqaka me�u kojima nikoje tri nisu kolinearne i pravih koje
sadr�e svake dve od ǌih nazivamo potpuni n–totemenik. Navedene
taqke su temena, a prave stranice n–totemenika. Ako dve stranice
imaju zajedniqko teme, tada su one susedne, a u suprotnom nesusedne.
Preseqne taqke parova nesusednih stranica su dijagonalne taqke, a
prave odre�ene parovima dijagonalnih taqaka (koje ne pripadaju istoj
stranici) su dijagonale.

Definicija 3.2 Ravansku projektivnu konfiguraciju koja se sastoji
od ure�ene n–torke taqaka A1, . . . , An me�u kojima nikoje tri susedne1

1Taqke A1 i An su, tako�e, susedne.
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nisu kolinearne i n pravih A1A2, A2A3, . . . , AnA1 nazivamo prost n–
totemenik, gde su date taqke i prave ǌegova temena, odnosno stranice.
Prave odre�ene nesusednim temenima su dijagonale, a taqke u kojima
se seku parovi dijagonala (koje ne sadr�e isto teme) su dijagonalne
taqke.

Napomena 3.2 Dualno se definixu potpuni i prost n–tostranik.
Primetimo da potpuni i prost trotemenik, kao i potpuni i prost
trostranik predstavǉaju jednu istu projektivnu konfiguraciju.

Zadatak 3.5 Dokazati da za taqke A, B, C i D va�i H(A,B; C, D) ako
i samo ako postoji potpuni qetvorotemenik PQRS, takav da va�i A =
PS ×QR, B = SR× PQ, C = SQ×AB, D = PR×AB.

Rexeǌe: Neka postoji potpuni qetvorotemenik PQRS, takav da va�e
navedene relacije i neka je (x1 : x2 : x3) koordinatni sistem, takav da
ǌegova temena imaju koordinate P (1 : 0 : 0), Q(0 : 1 : 0), R(0 : 0 : 1),
S(1 : 1 : 1).

Zadatak 3.5

P

Q

R

S

A D B C

Kao u 3. naqinu rexeǌa Zadatka 3.2 dobijamo jednaqine pravih

PQ[0 : 0 : 1], RS[1 : −1 : 0], PS[0 : 1 : −1], QR[1 : 0 : 0].

Preseke pravih odre�ujemo kao u Zadatku 3.4 i dobijamo A(0 : 1 : 1),
B(1 : 1 : 0). Zatim se odre�uju prava AB[1 : −1 : 1] i taqke C(1 : 2 : 1) i
D(−1 : 0 : 1) i proverava da su one harmonijski konjugovane sa A i B.
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Obratno, pretpostavimo da va�i H(A,B; C, D). Neka su m i n
prave koje sadr�e taqku A i k prava koja sadr�i taqku D. Neka
je, daǉe, R = k × m, P = k × n, S = n × BR, Q = m × BP. Za taqku
C ′ = SQ × AB, na osnovu prethodnog smera, va�i H(A,B; C ′, D). Zbog
jedinstvenosti qetvrte harmonijski konjugovane taqke va�i C ′ = C,
pa je PQRS tra�eni qetvorotemnik. ¤

Zadatak 3.6 Neka su a, b, c i d konkurentne prave projektivne ravni
i neka je p proizvoǉna prava koja ih seqe redom u raznim taqkama
A,B, C i D. Dokazati da va�i (A,B;C,D) = (a, b; c, d).

Uputstvo: Neka se prave a, b, c i d seku u taqki P i neka je (x1 : x2 : x3)
koordinatni sistem, takav da va�i P (0 : 0 : 1), A(1 : 0 : 0) i B(0 : 1 : 0).
Sledi, p = AB[0 : 0 : 1], pa je C(c : 1 : 0), c 6= 0 i D(d : 1 : 0), c 6= d 6= 0.
Sada se tvr�eǌe proverava direktnim raqunom. ¤

Zadatak 3.7 Qetiri konkurentne prave a, b, c i d projektivne ravni
su harmonijski konjugovane ako i samo ako postoji potpuni qetvoros-
tranik pqrs takav da va�i a = (p × s)(q × r), b = (s × r)(p × q), c =
(s× q)(a× b), d = (p× r)(a× b). Ovaj zadatak je dualan Zadatku 3.5.

Zadatak 3.8 (Dezargova teorema–ravanski sluqaj) Dati su trote-
menici ABC i A′B′C ′ koji pripadaju istoj ravni. Dokazati da se
prave AA′, BB′ i CC ′ seku u jednoj taqki S ako i samo ako preseci
AB ×A′B′, AC ×A′C ′ i BC ×B′C ′ pripadaju jednoj pravoj s.

Uputstvo: Neka se prave AA′, BB′ i CC ′ seku u taqki S(1 : 1 : 1) i neka
je A(1 : 0 : 0), B(0 : 1 : 0), C(0 : 0 : 1). Tada va�i A1(λ1 : 1 : 1), B1(1 : λ2 : 1),
C1(1 : 1 : λ3). Stranice oba trotemenika se jednostavno dobijaju i
pokazuje se da se odgovaraju�i parovi seku na jednoj pravoj. Drugi
smer se mo�e razmatrati dualno ako se odabere koordinatni sistem u
kome stranice jednog trotemenika imaju koordinate [1 : 0 : 0], [0 : 1 : 0]
i [0 : 0 : 1], a osa s koordinate [1 : 1 : 1]. ¤
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S

s

A

B

C

A1

B1

C1

Zadatak 3.8

Zadatak 3.9 Koje koordinate imaju temena potpunog qetvorotemenika
ako za bazne taqke uzmemo ǌegove dijagonalne taqke, a za jediniqnu
jedno ǌegovo teme? Dualizovati.

Uputstvo: Oznaqimo temena qetvorotemenika sa A1, A2, A3(1 : 1 : 1) i
A4. Tada su ǌegove dijagonalne taqke D1(1 : 0 : 0) = A1A4×A2A3, D2(0 :
1 : 0) = A2A4 × A1A3 i D3(0 : 0 : 1) = A3A4 × A1A2. Prava D1D2 je data
jednaqinom x3 = 0, pa lako dobijamo koordinate taqke D3A3 ×D1D2 =
M(1 : 1 : 0). Na osnovu Zadatka 3.5, parovi D1, D2 i M, N = A1A2×D1D2

su harmonijski konjugovani. Odatle dobijamo N(1 : −1 : 0). Temena
qije se koordinate tra�e su preseci poznatih pravih D2A3×ND3 = A1,
D1A3 × ND3 = A2 i D1A1 × A3D3 = A4. Direktnim raqunom se dobija
da su ǌihove koordinate (−1 : 1 : 1), (1 : −1 : 1) i (1 : 1 : −1).

Dualno, ako dijagonale potpunog qetvorostranika imaju koordi-
nate [1 : 0 : 0], [0 : 1 : 0] i [0 : 0 : 1], a jedna ǌegova stranica [1 : 1 : 1],
tada su koordinate ǌegovih preostalih stranica [−1 : 1 : 1], [1 : −1 : 1]
i [1 : 1 : −1]. ¤
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3.2 Transformacije projektivne ravni

3.2.1 Kolineacije
Definicija 3.3 Transformaciju projektivne ravni koja taqke pre-
vodi u taqke, a prave u prave nazivamo kolineacija.

Zadatak 3.10 Odrediti kolineaciju koja taqke A(1 : 0 : 1), B(1 : 2 : 2),
C(1 : 1 : 1) i D(−2 : −1 : 0) prevodi redom u taqke A′(1 : 3 : 1), B′(3 : 2 : 4),
C ′(1 : 1 : 1) i D′(3 : 3 : 1).

Zadatak 3.11 Odrediti afini zapis kolineacije

λx′1 = x2 + x3,
λx′2 = x1 + x3,
λx′3 = x1 + x2.

Rexeǌe: Data kolineacija u afinim koordinatama je

x′ =
x′1
x′3

=
x2 + x3

x1 + x2
=

x2

x3
+

x3

x3
x1

x3
+

x2

x3

=
y + 1
x + y

,

y′ =
x′2
x′3

=
x1 + x3

x1 + x2
=

x1

x3
+

x3

x3
x1

x3
+

x2

x3

=
x + 1
x + y

.

¤

Zadatak 3.12 Ako se koordinate taqaka projektivne ravni transfor-
mixu pravilom λX′ = PX tada se koordinate pravih transformixu

po pravilu
1
λ
U′ = (P−1)

T
U. Dokazati.

Rexeǌe: Primetimo da je odnos izme�u taqaka i pravih, sa alge-
barske taqke gledixta, odnos vektorskog prostora i ǌemu dualnog
prostora.
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Pravu u1x1 + u2x2 + u3x3 = 0 mo�emo zapisati u obliku UT X = 0, a
ǌenu sliku kao (U′)T X′ = 0. Relacija

0 = UT X = (λUT P−1)X′ = (U′)T X′,

va�i za svako X′ pa je

(U′)T = λUT P−1,

odakle dobijamo tra�eni zakon transformacije pravih

1
λ
U′ = (P−1)

T
U.

¤

Zadatak 3.13 Odrediti invarijantne taqke i invarijantne prave ko-
lineacije

λx′1 = 4x1 − x2,
λx′2 = 6x1 − 3x2,
λx′3 = x1 − x2 − x3.

Rexeǌe: Sliqno kao kod projektivne prave, invarijantne taqke odre-
�ujemo kao sopstvene vektore matrice kolineacije

0 = det(P− λE) =

∣∣∣∣∣∣

4− λ −1 0
6 −3− λ 0
1 −1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣
= −(λ + 1)(λ + 2)(λ− 3),

pa sopstvenim vrednostima λ1 = −1, λ2 = −2 i λ3 = 3 odgovaraju sop-
stveni vektori (0, 0, 1), (1, 1, 0) i (1, 6, 5), a ǌima invarijantne taqke
A(0 : 0 : 1), B(1 : 1 : 0) i C(1 : 6 : 5).

Odredimo sada invarijantne prave:
1. naqin (ukoliko postoje taqno tri invarijantne taqke): Inva-

rijantne prave �e biti AB,AC i BC. Nije texko zakǉuqiti da osim
ǌih vixe nema invarijantnih pravih (jer ako bi postojala jox neka,
onda bi taqke koje se nalaze u ǌenom preseku sa AB, AC i BC bile
tako�e invarijantne xto je nemogu�e).
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2. naqin (opxti): Na osnovu Zadatka 3.12, prava U je invarijantna
ako i samo ako va�i

U = U′ = λ(P−1)
T
U, to jest, PT U = λU.

Dakle, invarijantne prave su sopstveni vektori matrice PT .
Podsetimo se da matrice P i PT imaju iste karakteristiqne poli-

nome, samim tim i sopstvene vrednosti. ǋima odgovaraju�i sop-
stveni vektori su (−1, 1,−1), (−6, 1, 0) i (1,−1, 0), pa su invarijantne
prave [−1 : 1 : −1], [−6 : 1 : 0] i [1 : −1 : 0]. Neposrednom proverom mo�e
se utvrditi da su to redom prave BC, AC i AB. ¤

Zadatak 3.14 Dokazati da svaka kolineacija ima bar jednu invari-
jantnu pravu i invarijantnu taqku.

Rexeǌe: Kako je karakeristiqni polinom χP(λ) matrice P koline-
acije stepena tri, on ima bar jednu realnu nulu, to jest, sopstvenu
vrednost. Odgovaraju�i sopstveni vektor predstavǉa invarijantnu
taqku. Matrica transformacije pravih (P−1)T tako�e ima bar jednu
realnu sopstvenu vrednost kojoj odgovara invarijantna prava. ¤

Zadatak 3.15 Odrediti bar jednu kolineaciju f , dopuǌene afine ra-
vni, kojom se oblast U = {(x, y) |x > 0, y < 0, y−x+2 > 0} transformixe
u oblast V = {(x, y) | y > x > 0}.

- -A B

C

A′

D

D′

B′
C′

j

f 66

Zadatak 3.15
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Uputstvo: Iz perspektive projektivne geometrije, granice obe
oblasti su stranice trotemenika, pa je, za poqetak, neophodno da
se tri prave koje ograniqavaju oblast U transformixu u prave koje
ograniqavaju V . To je ekvivalentno sa tim da se temena jednog trote-
menika transformixu u temena drugog. Daǉe, neka se proizvoǉna

taqka D(−1
2
,−1

2
) oblasti U , transformixe u proizvoǉnu taqku D′(1, 2)

oblasti V . Tada je kolineacija f odre�ena sa f : A, B,C, DZA′, B′, C ′, D′.
Preostaje da se da se odrede projektivne koordinate temena i zatim
formule transformacije. ¤

Zadatak 3.16 Odrediti bar jednu kolineaciju f dopuǌene afine ravni
koja unutraxǌost kvadrata qija su temena A(1, 1), B(−1, 1), C(−1,−1) i
D(1,−1) prevodi u oblast V = {(x, y) |x > 0, y > 0, 3x + y − 3 > 0}.

Zadatak 3.17 Koordinatno opisati sve kolineacije koje ostavǉaju in-
varijantnim dati trotemenik ABC. Da li je grupa tih kolineacija
komutativna? Diskutovati broj invarijantnih taqaka i pravih za
svaku od ǌih.

Zadatak 3.18 Dokazati da je grupa kolineacija projektivne ravni kod
kojih je data prava invarijantna izomorfna grupi afinih transfor-
macija ravni.

Rexeǌe: Neka je koordinatni sistem takav da invarijantna prava
ima jednaqinu b : x3 = 0, to jest, ǌena slika je ista prava x′3 = 0.
Uvrxtavaǌem formula transformacije u tu jednaqinu dobijamo da je

0 = x′3 = p31x1 + p32x2 + p33x3 ista prava kao 0 = x3.

Zato je
p31 = 0 = p32, p33 6= 0.

Dakle, tra�ene kolineacije su oblika

PA,v =




a11 a12 v1

a21 a22 v2

0 0 1


 , (3.3)

gde smo oznaqili pij = aij , i, j ≤ 2, p13 = v1, p23 = v2, i izabrali p33 = 1.
Oznaqimo sa (A,v) afinu transformaciju X 7→ AX + v, X ∈ R2, sa
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matricom A = (aij) i vektorom translacije v = (v1, v2)T . Direktno se
proverava da je preslikavaǌe

(A,v) 7→ PA,v

izomorfizam grupe afinih transformacija ravni i ove podgrupe pro-
jektivnih kolineacija. ¤

Napomena 3.3 Ako je u proxirenoj afinoj ravni pri nekoj projek-
tivnoj transformaciji beskonaqno daleka prava x3 = 0 invarijantna,
tada je ona, na osnovu Zadatka 3.18, data matricom (3.3). U afinim
koordinatama zapisujemo je formulama

x′ = a11x + a12y + v1,

y′ = a21x + a22y + v2,

i zovemo afinom transformacijom. Afinim transformacijama �emo
se posebno baviti u okviru Glave 5 (videti Definiciju 5.1). Da
je svaka projektivna transformacija ravni afina u nekim (pogodno
odabranim) homogenim koordinatama sledi iz Zadatka 3.14.

Definicija 3.4 Osa kolineacije je prava s qija je svaka taqka in-
varijantna. Centar kolineacije je taqka S, takva da je svaka prava
koja je sadr�i invarijantna. Kolineaciju koja ima osu (a zato i cen-
tar – vidi Zadatak 3.19) zovemo homologija. Homologija je parabo-
liqka ako centar kolineacije pripada osi, odnosno hiperboliqka
ako centar kolineacije ne pripada osi.

Zadatak 3.19 Dokazati da kolineacija ima osu ako i samo ako ima
centar.

Uputstvo: Neka je transformacija data sa λX′ = AX. Ako je taqka S
centar te transformacije, jednostavno je pokazati da je prava presta-
vǉena vektorom (A−1)T S osa transformacije (ovo je motivisano Za-
datkom 3.12). Obratno, primetimo da su pojmovi ose i centra dualni.
Zato je ovaj smer posledica dokazanog smera. ¤

Zadatak 3.20 Razmatra se transformacija iz Zadatka 3.11.
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a ) Dokazati da je ona hiperboliqka homologija i odrediti
joj osu i centar.

b ) Odrediti bar jedan novi homogeni koordinatni sistem u
kome je osa beskonaqno daleka prava i afini zapis transfor-
macije u tom koordinatnom sistemu.

Rexeǌe: a) Matrica kolineacije i ǌen karakteristiqni polinom su

P =




0 1 1
1 0 1
1 1 0


 , χP(λ) = (2− λ)(λ + 1)2.

Sopstvenoj vrednosti λ1 = 2 odgovara invarijantna taqka S(1 : 1 : 1),
dok dvostrukoj sopstvenoj vrednosti λ2 = λ3 = −1 odgovaraju invari-
jantne taqke oblika (−x2−x3 : x2 : x3), to jest, sve taqke prave s[1 : 1 : 1],
odakle sledi da je kolineacija homologija (qija je osa prava s). Jed-
nostavno se proverava da va�i S /∈ s i da je svaka prava koja sadr�i
taqku S invarijantna (sadr�i dve invarijantne taqke: S i svoj presek
sa s), pa je homologija hiperboliqka.

b) U skladu sa Zadatkom 2.17, potrebno je odrediti homogeni ko-
ordinatni sistem u kom je prava s data sa x3 = 0. Ako dve proizvoǉne
taqke prave s, A(1 : 0 : −1), i B(1 : −1 : 0) odaberemo za prve dve bazne
taqke novog koordinatnog sistema (to jest, da im nove koordinate budu
A(1 : 0 : 0), odnosno B(0 : 1 : 0)) onda �e one postati beskonaqno daleke,
a samim tim i prava koja ih sadr�i. Dakle, matrica prelaska sa
stare baze na novu je

T =




1 1 1
0 −1 1

−1 0 1


 ,

gde se u prvim dvema kolonama nalaze stare koordinate taqaka A i B,
dok je tre�a kolona proizvoǉna uz uslov det(T) 6= 0 (ipak, ovde smo
izabrali S(1 : 1 : 1) kao tre�u kolonu kako bi u novim koordinatama
S(0 : 0 : 1) bio novi koordinatni poqetak). Matrica kolineacije u
novoj bazi je T−1PT, a kako se nova baza sastoji od dobijenih sop-
stvenih vektora, to je T−1PT = diag(−1,−1, 2). Prelaskom na (nove)
afine koordinate dobijamo

x′ = −1
2
x,
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y′ = −1
2
y.

Dakle, u novim koordinatama, transformacija je afina, preciznije,
homotetija sa centrom u koordinatnom poqetku. ¤

Napomena 3.4 Primetimo da je matrica kolineacije u novim koordi-
natama dijagonalna matrica sa sopstvenim vrednostima matrice P na
glavnoj dijagonali. Takav koordinatni sistem se mo�e odrediti, ako
se prethodno dobiju tri nekolinearne invarijantne taqke.

Zadatak 3.21 Odrediti invarijantne taqke i invarijantne prave ko-
lineacije

λx′1 = x1 − 3x2 + 4x3,
λx′2 = 4x1 − 7x2 + 8x3,
λx′3 = 6x1 − 7x2 + 7x3.

Odrediti zatim neki projektivni koordinatni sistem u qijim je afi-
nim koordinatama data transformacija afina.

Zadatak 3.22 Paraboliqka homologija proxirene afine ravni kojoj
je osa beskonaqno daleka prava je translacija. Dokazati.

Rexeǌe: Neka je A′ slika taqke A pri ovoj homologiji. Time je ova
homologija odre�ena. Doka�imo da je ona translacija τAA′ za vektor
AA′. Taqka S∞ = AA′ × s je centar homologije. Neka je B′ slika neke
taqke B. Tada va�i AA′×BB′ = S∞ ∈ s (jer je S∞ centar) i AB×A′B′ ∈
s (jer je taqka AB × s invarijantna). Odnosno, va�i AA′ ‖ BB′ i
AB ‖ A′B′, pa je qetvorougao ABB′A′ paralelogram. Dakle, va�i
BB′ = AA′ za proizvoǉnu taqku B, pa je ova homologija translacija
τAA′ . ¤

Zadatak 3.23 Data je hiperboliqka homologija proxirene afine
ravni sa centrom S i osom s koja je beskonaqno daleka prava. Dokazati

da je ona homotetija qiji je centar taqka S, a koeficijent
λ1

λ3
, gde

je λ1 dvostruka, a λ3 jednostruka sopstvena vrednost matrice te ho-
mologije.

Zadatak 3.24 Dokazati da dve razliqite homologije sa zajedniqkom
osom komutiraju ako i samo ako su obe paraboliqke.
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Uputstvo: Ako su obe homologije paraboliqke izabrati beskonaqno
daleku za zajedniqku osu s tih homologija. Tada su, na osnovu Zadatka
3.22, te homologije translacije, pa komutiraju.

Obratno, neka su S1 i S2 centri homologija f1 i f2 i neka bar
jedna od taqaka S1, S2 ne pripada pravoj s. Dokazati da, recimo, va�i
f1 ◦ f2(S1) 6= f2 ◦ f1(S1). ¤

Zadatak 3.25 Koriste�i Zadatake 3.22 i 3.23, odrediti formule ho-
mologije proxirene afine ravni sa osom x3 = 0 koja

a ) ima centar S(1 : 2 : 0) i transformixe taqku A(0, 0) u taqku
A′(2, 4);

b ) ima centar S(1, 1) i transformixe taqku A(2, 0) u taqku
A′(−1, 3).

Zadatak 3.26 U afinoj ravni date su prave a : y = x − 2, b : y = x i
c : y = x + 1. U homogenim koordinatama odrediti jednaqinu prave d,
takve da va�i H(a, b; c, d). Odrediti zatim homologiju qiji je centar
taqka preseka datih pravih, osa beskonaqno daleka prava i koja pravu
p : x = 1 transformixe u pravu p : x = 0.

Zadatak 3.27 Neka su dati centar S i osa s proizvoǉne hiperboliqke
homologije f i neka je M ′ = f(M), Ms = SM × s. Dokazati da dvo-
razmera (S,Ms;M, M ′) ne zavisi od izbora taqke M .

Rexeǌe:

N

M

Ms

M ′
N ′

Ns
Xs

S

Zadatak 3.23
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Neka je N proizvoǉna taqka razliqita od M , N ′ = f(N) i Ns =
SN×s. Ako je X = MN×s, primetimo da tada mora va�iti N ′ ∈ M ′X.
Sledi, (S, Ms; M, M ′) = (XS, XMs; XM, XM ′) = (S, Ns;N, N ′). ¤

Napomena 3.5 Za homologiju iz prethodnog zadatka ka�emo da je har-
monijska ukoliko va�i H(S,MS ;M, M ′).

Zadatak 3.28 Dokazati da je svaka harmonijska homologija f pro-
jektivne ravni involucija. Obratno, svaka involucija projektivne
ravni je harmonijska homologija.

Rexeǌe: Koriste�i iste oznake kao u prethodnom zadatku dobijamo

H(S, Ms; M, M ′) ⇔ H(f(S), f(Ms); f(M), f(M ′)) ⇔ H(S, Ms; M ′,M ′′).

Odavde sledi M ′′ = M , pa je f involucija.
Obratno, neka je f involucija i neka je M ′ = f(M) i N ′ = f(N)

(taqke M,M ′, N, N ′ se nalaze u opxtem polo�aju). Tada je taqka S =
MM ′ × NN ′ invarijantna, a tako�e i taqke X = MN × M ′N ′ i Y =
MN ′ × M ′N. Zato je i prava s = XY invarijantna. Kako je i prava
MM ′ invarijantna, invarijantna je i taqka Ms = MM ′ × s prave s,
razliqita od taqaka X i Y . Kako su tri razliqite taqke prave s
invarijantne, to je prava s osa preslikavaǌa f a taqka S ǌen centar.
Da va�i H(S, Ms; M, M ′), to jest, da je ova hiperbolqka homologija i
harmonijska sledi iz egzistencije qetvorotemenika XNY N ′. ¤

Zadatak 3.29 Dokazati da je kompozicija tri harmonijske homologije
qiji su centri temena datog trotemenika, a ose ǌima suprotne stra-
nice identiqka transformacija.

Zadatak 3.30 Taqke A,B,C i D projektivne ravni, od kojih nikoje tri
nisu kolinearne, transformixu se redom u taqke B, A,D i C pri nekoj
kolineaciji f . Dokazati da je f involucija.

Uputstvo: Vidi rexeǌe Zadataka 3.28. ¤

Zadatak 3.31 Odrediti projektivnu transformaciju ravni α : z = 0
u trodimenzionom afinom prostoru koja predstavǉa kompoziciju pro-
jekcije ravni α iz taqke S1(0, 0,−1) na ravan β : x+y+z = 1 i projekcije
ravni β iz taqke S2(6,−3, 2) nazad na ravan α. Dokazati da je ta trans-
formacija paraboliqka homologija.
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3.2.2 Korelacije
Definicija 3.5 Korelacija je preslikavaǌe taqaka na prave ili
pravih na taqke projektivne ravni oblika

λU = PX, odnosno λX = PU,

pri qemu je P = (pij) nedegenerisana matrica korelacije, λ 6= 0,
a U i X vektori predstavnici prave U , odnosno taqke X u nekom
koordinatnom sistemu. Korelaciju nazivamo polaritet ako je ma-
trica P simetriqna. Ako su X i U odgovaraju�a taqka i prava pri
polaritetu tada je X pol prave U, a U polara taqke X. Pixemo
X = pol(U), U = pol(X).

Zadatak 3.32 Dokazati da va�i:

a ) korelacija je odre�ena sa qetiri taqke od kojih nikoje tri
nisu kolinearne ili qetiri prave od kojih nikoje tri nisu
konkurentne;

b ) korelacijom se kolinearne taqke preslikavaju u konkurentne
prave i obratno;

v ) korelacija quva dvorazmeru.

Zadatak 3.33 Odrediti korelaciju projektivne ravni koja taqke A1(1 :
0 : 0), A2(0 : 1 : 0), A3(0 : 0 : 1) i B(1 : 1 : 1) preslikava redom u prave
a1[1 : 0 : 1], a2[0 : 1 : −3], a3[0 : 1 : 5] i b[1 : 1 : 2].

Zadatak 3.34 Data je korelacija λU = PX taqaka na prave.

a ) Dokazati da je nakon promene koordinata λX = TX′ matrica
korelacije P′ = TT PT.

b ) Dokazati da je definicija polariteta geometrijska (to jest,
ne zavisi od izbora koordinata).

Rexeǌe: a) Neka je u novim koordinatama korelacija data sa λU′ =
P′X′, to jest, neka je P′ matrica korelacije u novom koordinatnom
sistemu. Zamenom veza

λX = TX′, λU = (T−1)
T
U′
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starih i novih koordinata taqaka i pravih (vidi Zadatak 3.12) u
korelaciju λU = PX dobijamo matricu korelacije u novim koordi-
natama P′ = TT PT.

b) Treba dokazati da je u svim koordinatama matrica polariteta
simetriqna. Poxto je P simetriqna matrica, to jest, PT = P, va�i

P′T = (TT PT)T = TT PT TT T
= P′,

pa je matrica P′ korelacije simetriqna i u ma kojim drugim koordi-
natama. ¤

Zadatak 3.35 Dokazati da je svaka korelacija pri kojoj se temena
nekog trotemenika preslikavaju u ǌima suprotne stranice polaritet.

Rexeǌe: Neka je (x1 : x2 : x3) projektivni koordinatni sistem, takav
da u ǌemu temena datog trotemenika imaju koordinate A(1 : 0 : 0), B(0 :
1 : 0) i C(0 : 0 : 1). Tada se ona preslikavaju redom u prave BC[1 : 0 :
0], AC[0 : 1 : 0] i AB[0 : 0 : 1], odakle dobijamo opxti oblik matrice
korelacije

P =




p11 0 0
0 p22 0
0 0 p33


 , p11, p22, p33 ∈ R\{0}.

Matrica je simetriqna pa je korelacija polaritet. ¤

Napomena 3.6 Trotemenik iz prethodnog zadatka (dakle, onaj qija
se temena pri nekom polaritetu preslikavaju u ǌima suprotne stra-
nice) zovemo autopolarnim pri datom polaritetu. Svaki polaritet
je jedinstveno odre�en ako je zadat autopolarni trotemenik i slika
jedne taqke.

Zadatak 3.36 Dokazati da je korelacija f polaritet ako i samo ako
za svake dve taqke A i B (prave a i b) va�i:

B ∈ f(A) ⇒ A ∈ f(B), (a 3 f(b) ⇒ b 3 f(a)).
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a b

f(a)f(b)

Zadatak 3.36

A B

a b

C

X

x

Zadatak 3.38

Definicija 3.6 Za taqke A i B (prave a i b) koje zadovoǉavaju uslove
prethodnog zadatka ka�emo da su konjugovane pri polaritetu f . Taqka
koja pripada svojoj polari je samokonjugovana taqka. Dualno, pravu
koja sadr�i svoj pol zovemo samokonjugovana prava.

Zadatak 3.37 Neka je f polaritet. Dokazati

a ) f(A)× f(B) = f−1(AB);

b ) samokonjugovana prava sadr�i taqno jednu samokonjugovanu
taqku.

Rexeǌe: a) Oznaqimo C = f(A)×f(B). Na osnovu prethodnog zadatka,
mora va�iti A ∈ f(C) i B ∈ f(C) pa je f(C) = AB, to jest, C = f−1(AB).

b) Neka je A samokonjugovana taqka i a = f(A) ǌena polara. Po
definiciji je a samokonjugovana prava i A ∈ a. Pretpostavimo da
postoji samokonjugovana taqka B ∈ a razliqita od taqke A. Poxto je
polaritet bijekcija za ǌenu sliku b = f(B), B ∈ b, va�i a 6= b, pa je

B = a× b = f(A)× f(B) = f−1(AB) = f−1(a) = A.

¤

Zadatak 3.38 Dokazati da jedna prava projektivne ravni ne mo�e sa-
dr�ati vixe od dve samokonjugovane taqke pri nekom polaritetu.

Rexeǌe: Neka su taqke A i B samokonjugovane, pri polaritetu f i
neka se taqka C nalazi u preseku ǌihovih polara. Tada taqke A,B i
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C nisu kolinearne, to jest, nalaze se u opxtem polo�aju, pa se mo�e
odabrati koordinatni sistem (x1 : x2 : x3) u kome one imaju koordinate
A(1 : 0 : 0), B(0 : 1 : 0) i C(0 : 0 : 1). Slika taqke A je prava AC[0 : 1 : 0],
a slika taqke B prava BC[1 : 0 : 0], dok se na osnovu Zadatka 3.37,
taqka C preslikava u AB[0 : 0 : 1]. Koriste�i to, dobijamo matricu
preslikavaǌa:

P =




0 p12 0
p12 0 0

0 0 p33


 ∼




0 1 0
1 0 0
0 0 p


 , p =

p33

p12
6= 0.

Neka je X taqka prave AB razliqita od A i B i pretpostavimo da
je i ona samokonjugovana. Oqigledno da ǌene koordinate moraju biti
oblika (x1 : x2 : 0), gde su x1 i x2 brojevi razliqiti od nule. Na
osnovu Zadatka 3.37, ona se mora preslikati u pravu XC[−x2 : x1 : 0].
Odatle sledi

−λx2 = x2,
λx1 = x1,

xto nije mogu�e. Kontradikcija! ¤

Zadatak 3.39 Dat je polaritet f :

λu′1 = 2x1,
λu′2 = 3x2,
λu′3 = − 5x3.

Odrediti sve samokonjugovane taqke pri polaritetu f koje pripadaju
pravoj p : x1 + x2 − 2x3 = 0.

Rexeǌe: Svaka taqka koja pripada pravoj p je oblika M(x1 : x2 :
x1 + x2

2
), dok je ǌena slika pri datom polaritetu oblika m : 2x1x

′
1 +

3x2x
′
2 −

5(x1 + x2)
2

x′3 = 0. Daǉe, iz uslova M ∈ m dobijamo jednaqinu

2x2
1+3x2

2−
5(x1 + x2)2

4
= 0, koju zadovoǉavaju koordinate svih tra�enih

taqaka. ǋena rexeǌa su A(1 : 1 : 1) i B(7 : 3 : 5). ¤

Zadatak 3.40 (Xalova teorema) Ako se pri polaritetu f temena tro-
temenika ABC preslikavaju u stranice B′C ′, C ′A′ i A′B′ trotemenika
A′B′C ′ razliqitog od ABC, onda su prave AA′, BB′ i CC ′ konkurentne.
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Uputstvo: Ako temena prvog trotemenika imaju koordinate A(1 : 0 :
0), B(0 : 1 : 0) i C(0 : 0 : 1), onda pri polaritetu qija je matrica
P = (pij) ǌihove slike imaju koordinate B′C ′[p11 : p12 : p13], A′C ′[p12 :
p22 : p23] i A′B′[p13 : p23 : p33]. Ostaje da se prona�u ǌihove preseqne
taqke i poka�e konkurentnost odgovaraju�ih pravih. ¤

3.3 Krive drugog reda
Zadatak 3.41 Odrediti jednaqinu krive drugog reda koja sadr�i taqke
A(0 : 0 : 1), B(0 : 1 : 1), C(1 : 0 : 1), D(2 : −5 : 1) i E(−5 : 2 : 1).

Uputstvo: U skladu sa Definicijom 1.8, opxta jednaqina krive dru-
gog reda data je sa

g11x
2
1 + g22x

2
2 + g33x

2
3 + 2g12x1x2 + 2g13x1x3 + 2g23x2x3 = 0. (3.4)

Kada se date taqke uvrste u gorǌu jednaqinu dobija se sistem od 5
jednaqina sa 6 nepoznatih, a kao rexeǌe 5x2

1 + 5x2
2 + 16x1x2 − 5x1x3 −

5x2x3 = 0. ¤

Zadatak 3.42 Odrediti jednaqinu familije krivih drugog reda koje
sadr�e temena potpunog qetvorotemenika ako su ǌegove dijagonalne
taqke uzete za bazne.

Rexeǌe: Ako za jediniqnu taqku odaberemo jedno od temena qetvorote-
menika onda ǌegova temena (vidi Zadatak 3.9) imaju koordinate (−1 :
1 : 1), (1 : −1 : 1), (1 : 1 : −1) i (1 : 1 : 1). Zamenom u jednaqinu (3.4)
dobijamo gij = 0, i 6= j i g11 + g22 + g33 = 0. Stoga je jednaqina tra�ene
familije

g11x
2
1 + g22x

2
2 − (g11 + g22)x2

3 = 0.

¤

Zadatak 3.43 Date su taqke A, B, C i D koje se nalaze u opxtem
polo�aju. Dokazati da je geometrijsko mesto taqaka M za koje va�i
(MA,MB; MC, MD) = α, α ∈ R kriva drugog reda. Da li je za neku
vrednost α ta kriva degenerisana?
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Zadatak 3.44 Dokazati da se pri promeni koordinata λX = TX′ ma-
trica G krive drugog reda meǌa u G′ = TT GT.

Rexeǌe: Jednaqinu (3.4) krive drugog reda mo�emo zapisati u
obliku

0 = XT GX = (TX′)T G(TX′) = X′T (TT GT)X′ = X′T G′X′,

odakle sledi tvr�eǌe. ¤

Zadatak 3.45 Krivu drugog reda x2
1 +x2

2 +4x2
3 +2x1x2 +4x1x3 +4x2x3 = 0

svesti na kanonski oblik, odrediti xta ona predstavǉa i napisati
formule transformacije koordinata.

Rexeǌe: Matrica krive je

G =




1 1 2
1 1 2
2 2 4


 .

ǋene sopstvene vrednosti su

λ1 = λ2 = 0, λ3 = 6,

a odgovaraju�i sopstveni vektori redom (−2, 0, 1), (−1, 1, 0), (1, 1, 2).
Normirani sopstveni vektori qine kolone matrice T prelaska sa
koordinata X(x1 : x2 : x3) na koordinate X ′(x′1 : x′2 : x′3), to jest,
λX = TX′. Dakle,

T =




−2√
5

−1√
2

1√
6

0
1√
2

1√
6

1√
5

0
2√
6




.

Matrica T je (u opxtem sluqaju) ortogonalna, to jest, ima osobinu
TT = T−1. Zato je u novim koordinatama matrica krive (vidi Zadatak
3.44):

G′ = TT GT = T−1GT = diag(6, 0, 0),

a jednaqina krive
6x′1

2 = 0,
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xto je ekvivalentno sa
x′1

2 = 0.

Posledǌa jednaqina predstavǉa kanonski oblik krive (vidi Teoremu
1.5) iz kog zakǉuqujemo da je u pitaǌu prava. Transformacije koor-
dinata date su matricom T. ¤

Napomena 3.7 Kriva iz prethodnog zadatka mo�e se jednostavnije sve-
sti na kanonski oblik. Primetimo da je

0 = x2
1 + x2

2 + 4x2
3 + 2x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3 = (x1 + x2 + 2x3)2.

Zato transformacijom oblika λx′1 = x1 + x2 + 2x3 kriva postaje x′21 =
0. Ostale formule transformacije su proizvoǉne, recimo λx′2 =
x2, λx′3 = x3.

Napomena 3.8 U opxtem sluqaju se nakon transformacije koordinata
λX = TX′ dobija matrica krive G′ = diag(λ1, λ2, λ3), gde su λi, i =
1, 2, 3, sopstvene vrednosti matrice G. Zato je, nakon te transforma-
cije, kriva oblika λ1x

′2
1 + λ2x

′2
2 + λ3x

′2
3 = 0, pa je potrebno izvrxiti

jox i transformaciju koordinata λx′′i =
√
|λi|x′i, i = 1, 2, 3, kako bi se

dobio kanonski oblik.

Zadatak 3.46 Slede�e krive drugog reda svesti na kanonski oblik:

a ) x1x2 + x1x3 + x2x3 = 0;

b ) x2
1 + x2

2 + 4x2
3 + 2x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3 = 0.

Zadatak 3.47 Odrediti opxti oblik krivih drugog reda invarijant-
nih pri harmonijskoj homologiji

λx′1 = − x1,
λx′2 = x2,
λx′3 = x3.
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3.3.1 Pol i polara
Definicija 3.7 Polara taqke X u odnosu na nedegenerisanu krivu
drugog reda Γ qija je matrica G = (gij) je prava U , takva da va�i

λU = GX. (3.5)

Taqku X nazivamo pol prave U (u odnosu na krivu Γ).

Napomena 3.9 Zadaci 3.44 i 3.34 b) objaxǌavaju geometrijsku su-
xtinu polariteta. Naime, svaki polaritet je zadat nedegenerisanom
krivom drugog reda.

Zadatak 3.48 Dokazati da je nedegenerisana kriva drugog reda skup
samonkonjugovanih taqaka u polaritetu koji ona definixe.

Rexeǌe: Neka je G matrica krive i X proizvoǉna taqka. Polara
taqke X je prava qiji je vektor GX. Taqka X je samokonjugovana, ako
pripada svojoj polari, to jest, ako va�i 0 = XT (GX) = XT GX, to
jest, ako X pripada krivoj. ¤

Napomena 3.10 Sada je jasno da Zadatak 3.38 tvrdi da nedegenerisana
kriva drugog reda i prava imaju samo dve preseqne taqke.

A

A

A

pol(A)

pol(A)

pol(A)

Zadatak 3.49

Zadatak 3.49 Na osnovu prethodnog i Zadatka 3.37, dokazati da za
nedegenerisanu krivu drugog reda va�i:

a ) ako je taqka izvan krive drugog reda, polara taqke A je prava
a odre�ena dodirnim taqkama tangenti iz A na krivu;
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b ) ako taqka A pripada krivoj, ǌena polara je tangeta krive u
taqki A;

v ) ako je taqka A unutar krive, ǌena polara je odre�ena polovima
ma kojih dveju pravih koje je sadr�e.

Zadatak 3.50 Data je kriva drugog reda Γ : 2x2
1 + x2

2 − 2x2
3 − 6x1x2 +

4x2x3 = 0. U odnosu na ǌu odrediti

a ) polaru taqke A(1 : 0 : 1);

b ) pol prave q : x3 = 0.

Rexeǌe: a) Oznaqimo sa G matricu date krive. Vektor polare taqke
A je GA(2,−1,−2), pa je pol(A) = [2 : −1 : −2].

b) Oznaqimo sa U [0 : 0 : 1] polaru q, a sa X tra�eni pol. Iz
λU = GX, sledi X = G−1U, odakle dobijamo koordinate tra�enog
pola X(6 : 4 : 7). ¤

Zadatak 3.51 Ako temena qetvorotemenika ABCD pripadaju nedegene-
risanoj krivoj drugog reda, onda polara ǌegove dijagonalne taqke (u
odnosu na tu krivu) sadr�i preostale dve dijagonalne taqke.

Uputstvo: Tri temena qetvorotemenika odabrati za bazne taqke, a
qetvrto za jediniqnu. Iz uslova da ona pripadaju krivoj dobija se
ǌen oblik:

Γ(g) : gx1x2 + x1x3 − (g + 1)x2x3 = 0.

Preostaje da se odrede koordinate dijagonalnih taqaka P, Q i R i
poka�e da va�i Q,R ∈ pol(P ). ¤

Zadatak 3.52 Xta predstavǉa skup polova date prave p u odnosu na
krive drugog reda opisane oko datog qetvorotemenika?

Zadatak 3.53 Odrediti jednaqine tangenti iz taqke A(3 : −2 : 2) na
krivu 3x2

1 + x2
2 − 5x2

3 + 2x1x2 + 2x1x3 − 4x2x3 = 0.

Uputstvo: Odrediti polaru a taqke A. Preseqne taqke (ako posto-
je) T1 i T2 prave a i krive drugog reda su dodirne taqke tangenti.
Tra�ene tangente su zato AT1 i AT2. ¤
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pol(A)

BT1

T2

p

B

M A

N

Zadatak 3.56Zadatak3.53

b

Definicija 3.8 Taqke A i B nazivamo konjugovanim u odnosu na
krivu drugog reda Γ, ako va�i H(A,B; M,N) gde su M i N (mogu�e
kompleksni) preseci prave AB i krive Γ (vidi Zadatak 3.56). Sliqno,
dve prave su konjugovane u odnosu na krivu drugog reda Γ, ako
preseqne taqke proizvoǉne prave sa ǌima i krivom qine harmonijsku
qetvorku.

Zadatak 3.54 Dokazati da je geometrijsko mesto taqaka konjugovanih
taqki A u odnosu na krivu drugog reda Γ polara taqke A u odnosu na
tu krivu.

Zadatak 3.55 Dokazati da su taqke A i B konjugovane u odnosu na
krivu drugog reda Γ ako i samo ako su one konjugovane u polaritetu
koji ona definixe (u smislu Napomene 3.6).

Zadatak 3.56 Na pravoj p : 2x1−x2−9x3 = 0 odrediti taqku B konjugo-
vanu taqki A(−1 : 2 : 1) u odnosu na krivu drugog reda Γ : x2

1 − x2
2 +

3x2
3 + 2x1x2 + 2x1x3 − 6x2x3 = 0.

Uputstvo: Tra�ena taqka se nalazi u preseku prave p i polare taqke
A u odnosu Γ. Polara taqke A se jednostavno odre�uje: pol(A) : x1 −
3x2 − 2x3 = 0, odakle dobijamo preseqnu taqku B(5 : 1 : 1). ¤

Zadatak 3.57 Dat je trotemenik, nedegenerisana kriva drugog reda
koja sadr�i ǌegova temena i polaritet odre�en ǌome. Dokazati da
prava konjugovana sa jednom stranom trotemenika seqe druge dve strane
u konjugovanim taqkama.
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3.3.2 Krive drugog reda u afinoj ravni
Zadatak 3.58 Odrediti jednaqinu kruga x2 + y2 = 1 proxirene afine
ravni u sistemu koordinata qije bazne taqke imaju afine koordinate
A1(1, 0), A2(0, 1), A3(−1, 0), a taqka jedinice B(0,−1). Koju krivu drugog
reda on predstavǉa u novom afinom sistemu koordinata?

Rexeǌe: Neka je (x1 : x2 : x3) projektivni koordinatni sistem koji
odgovara afinim koordinatama (x, y), a (x′1 : x′2 : x′3) novi projektivni
koordinatni sistem. Tada su koordinate datih taqaka:

taqke (x1 : x2 : x3) (x′1 : x′2 : x′3)
A1 (1 : 0 : 1) (1 : 0 : 0)
A2 (0 : 1 : 1) (0 : 1 : 0)
A3 (−1 : 0 : 1) (0 : 0 : 1)
B (0 : −1 : 1) (1 : 1 : 1)

Rexavaǌem sistema λX = TX′, dobijamo vezu izme�u ǌih:

λx1 = x′1 − x′3,
λx2 = − x′2,
λx3 = x′1 − x′2 + x′3.

Preostaje da se u jednaqinu kruga u starim homogenim koordinatama
x2

1 + x2
2 − x2

3 = 0 zamene gorǌe formule. Posle sre�ivaǌa dobija se

x′1x
′
2 − 2x′1x

′
3 + x′2x

′
3 = 0, odnosno afino, xy − 2x + y = 0. (3.6)

Primetimo da su taqke A1 i A2 koje pripadaju krugu u novom sistemu
koordinata beskonaqno daleke (vidi tabelu), pa stoga jednaqina (3.6)
u afinom sistemu koordinata predstavǉa hiperbolu. ¤

Zadatak 3.59 Odrediti jednaqinu nedegenerisane krive drugog reda
koja dodiruje x–osu u taqki (3, 0), y–osu u taqki (0, 2) i dodiruje
beskonaqno daleku pravu.

Rexeǌe: Razmatrajmo sve u projektivnoj ravni. x i y–osa su polare
datih taqaka u odnosu na tra�enu krivu koja je odre�ena sa XT GX =
0. Iz formula polarnog preslikavaǌa dobijamo
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λ1




0
1
0


 =




g11 g12 g13

g12 g22 g23

g13 g23 g33







3
0
1


 ,

odnosno

λ2




1
0
0


 =




g11 g12 g13

g12 g22 g23

g13 g23 g33







0
2
1


 ,

gde je λ1, λ2 ∈ R\{0}. Rexavaǌem gorǌeg sistema dolazimo do oblika
matrice krive

G =




g11
λ2 + 3g11

2
−3g11

λ2 + 3g11

2
9
4
g11 −9

2
g11

−3g11 −9
2
g11 9g11




,

odnosno, deǉeǌem sa
g11

4
(va�i g11 6= 0, inaqe bi kriva bila degene-

risana, a nije)

G =




4 2(g + 3) −12
2(g + 3) 9 −18
−12 −18 36


 , g ∈ R.

Iskoristimo uslov dodira sa beskonaqno dalekom pravom, to jest,
u jednakost

4x2
1 + 9x2

2 + 36x2
3 + 4(g + 3)x1x2 − 24x1x3 − 36x2x3 = 0,

uvrstimo x3 = 0. Dobijamo

4x2
1 + 9x2

2 + 4(g + 3)x1x2 = 0.

Podelimo gorǌu jednakost sa x2
2 i oznaqimo z =

x1

x2
:

4z2 + 4(g + 3)z + 9 = 0.
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Zbog uslova dodira, diskriminanta ove kvadratne jednaqine mora
biti jednaka nuli. To je tako za g = 0 i g = 6, no prvi sluqaj nije
mogu� (zbog λ2 = gg11 = 0), pa je tra�ena kriva:

4x2
1 + 9x2

2 + 36x2
3 − 12x1x2 − 24x1x3 − 36x2x3 = 0.

¤

Zadatak 3.60 U homogenim koordinatama odrediti formule transfor-
macije f afine ravni, koja prave a : x = 0, b : y = 0 i c : y = 1−x prevodi
redom u prave b, c i a, a te�ixte trougla 4ABC qije stranice pri-
padaju datim pravama u presek pravih p : x− y = 0 i q : x− y = 2. Koja
se prava transformixe u beskonaqno daleku? Koja kriva je slika
opisanog kruga trougla 4ABC?

Rexeǌe: Jednaqine pravih p i q u homogenim koordinatama su x1 −
x2 = 0, odnosno x1 − x2 − 2x3 = 0, odakle jednostavno dobijamo da se
u ǌihovom preseku nalazi taqka T ′(1 : 1 : 0). Daǉe, primetimo da
se taqka koja se nalaze u preseku dveju pravih mora transformisati

u presek slika tih pravih. Kako je T (
1
3
,
1
3
) i ako oznaqimo b × c =

A(1, 0), a× c = B(0, 1) i a× b = C(0, 0), onda je transformacija odre�ena
sa f : A,B, C, T Z B,C, A, T ′.

Zadatak 3.60

c

T ′

-

µ

a

b

6

A

BC

T

µ

T ′

x− y = 0 x− y = 2
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Prelaskom na homogene koordinate, poznatim postupkom, dobijamo
matricu transformacije

P =




1 1 −1
−1 0 0

0 3 −1


 .

Kako va�i λU = PT U′, pravu koja se preslikava u beskonaqno
daleku pravu x3 = 0 (to jest, [0 : 0 : 1]), odre�ujemo iz




1 −1 0
1 0 3

−1 0 −1







0
0
1


 =




0
3

−1


 .

Dakle, prava 3x2−x3 = 0 se transformixe u beskonaqno daleku pravu.
Primetimo da ona sadr�i te�ixte T , pa time seqe opisani krug
trougla 4ABC u dvema taqkama koje posle transformacije postaju
beskonaqno daleke xto znaqi da je, afino posmatrano, slika kruga
hiperbola. ¤

Zadatak 3.61 Date su taqke afine ravni: A(0, 0), B(1, 0), C(1, 1) i D(0, 1).

a ) U homogenim koordinatama odrediti formule transformacije
f pri kojoj su taqke A i C invarijantne, dok se taqke B i D
transformixu redom u beskonaqno daleke taqke pravih AB i AD.

b ) Odrediti slike unutraxǌosti kvadrata ABCD, kao i kruga
k(C,CB) pri transformaciji f . Koja je afina jednaqina krive
f(k)?

Rexeǌe: a) Beskonaqno daleke taqke pravih AB i AD imaju homogene
koordinate X∞(1 : 0 : 0) i Y∞(0 : 1 : 0). Projektivnu transformaciju
odre�ujemo sa qetiri para odgovaraju�ih taqaka:

λx′1 = x1

λx′2 = x2

λx′3 = x1 + x2 − x3.
(3.7)

b) Prave AB, BC,CD i DA koje ograniqavaju kvadrat transformacija
f prevodi redom u te iste prave AX∞, X∞C, CY∞ i Y∞A koje qine i
granicu slike kvadrata. No, kako one projektivnu ravan dele na 7
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oblasti to treba odrediti u koju od ǌih se transformisala unutra-
xǌost kvadrata. Za to je dovoǉno uzeti bilo koju taqku iz unutra-
xǌosti kvadrata i odrediti taqku u koju se ona transformixe. Tako
je, na primer, f(M(3 : 2 : 6)) = M ′(−3 : −2 : 1), pa je tra�ena oblast
ona koja sadr�i M ′.

Afina jednaqina kruga je k : (x− 1)2 + (y− 1)2 = 1, to jest, x2 + y2 −
2x− 2y = −1, odakle dobijamo ǌen oblik u homogenim koordinatama

x2
1 + x2

2 + x2
3 − 2x1x3 − 2x2x3 = 0. (3.8)

6

A B

D

-

C

6

Zadatak 3.61

-
M

M ′

A B

D C

X∞

Y∞

Iz formula (3.7) dobijamo x1 = x′1, x2 = x′2, x3 = x′1 + x′2 − x′3, pa
zamenom u jednaqinu (3.8) i nakon sre�ivaǌa dolazimo do projektivne

jednaqine slike kruga k′ : 2x′1x
′
2 = x′3, to jest, afino x′y′ =

1
2
. Dakle,

u pitaǌu je hiperbola. Unutraxǌost kruga se preslikava u unutra-
xǌost hiperbole (zato xto je pojam unutraxǌoste krive drugog reda
invarijantan u odnosu na projektivne transformacije). ¤

Zadatak 3.62 Odrediti bar jednu projektivnu transformaciju koja
prevodi

a ) x2 − y2 = 1 u y = x2;

b ) x2 + y2 = 1 u x2 − y2 = 1;

v ) x2 + y2 = 1 u y = x2;
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g ) x2 − y2 = 0 u x2 = 1.

Odrediti zatim ǌene formule u afinim koordinatama.

Rexeǌe: a) Homogena jednaqina date hiperbole je x2
2 − (x2

1 − x2
3) = 0,

a parabole x′21 − x′2x
′
3 = 0. Uoqimo da transformacija data formulama

λx′1 = x2,
λx′2 = x1 + x3,
λx′3 = x1 − x3,

ispuǌava uslov zadatka. ǋen afini oblik je

x′ =
y

x− 1
,

y′ =
x + 1
x− 1

.

Preostali sluqajevi se rexavaju na sliqan naqin. ¤

Napomena 3.11 Neposredna posledica prethodnog zadatka je da se eli-
psa, parabola i hiperbola u projektivnoj ravni ne razlikuju, kao ni
par paralelnih pravih i dve prave koje se seku.

Zadatak 3.63 U proxirenoj afinoj ravni data je parabola y2 = 4x.
Odrediti ǌenu jednaqinu u novom projektivnom sistemu koordinata
qije su bazne taqke A1(1, 0), A2(−1, 2) i A3(−1,−2), a taqka jedinice
B(0, 0).

Zadatak 3.64 Dokazati da je pol beskonaqno daleke prave u odnosu na
elipsu ili hiperbolu ǌen centar.

Rexeǌe: Neka proizvoǉna prava p seqe krivu drugog reda u taqkama
M i N, a beskonaqno daleku pravu u taqki P∞. Na osnovu Zadataka
3.54, pol beskonaqno daleke prave je taqka B, koja zadovoǉava
H(B,P∞; C,D). Kako je taqka B sredixte du�i MN , ona je centar
elipse, odnosno hiperbole. ¤

Napomena 3.12 Parabola dodiruje beskonaqno daleku pravu u besko-
naqno dalekoj taqki svoje ose. Tu taqku smatramo centrom parabole,
tako da tvr�eǌe va�i i u ovom sluqaju.
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3.4 Primena na probleme afine ravni
Zadatak 3.65 Dat je trapez ABCD (AB ‖ CD). Neka je P = AD × BC,
Q = BD × AC, i neka su taqke R i S redom sredixta du�i DC i AB.
Dokazati:

a ) taqke P, Q, R i S su kolinearne;

b ) va�i H(P,Q; R, S).

Rexeǌe: Neka je A′B′C ′D′ proizvoǉan kvadrat dopuǌene afine ravni
(kojoj pripada i trapez) i neka je f projektivno preslikavaǌe te ravni
odre�eno sa

f : A′, B′, C ′, D′ Z A,B, C, D.

Oznaqimo sa P ′, Q′, R′ i S′ redom beskonaqno daleku taqku prave A′D′,
presek A′C ′×B′D′ i sredixta du�i D′C ′ i A′B′. Oznaqimo sa K i K ′

redom beskonaqno daleke taqke pravih AB i A′B′. Poxto je

K = AB × CD, K ′ = A′B′ × C ′D′,

va�i f(K ′) = K. Sliqno, va�i i f(P ′) = P i f(Q′) = Q. Kako je

H(A, B; S,K), H(A′, B′;S′,K ′),

zakǉuqujemo da va�i f(S′) = S, na osnovu jedinstvenosti qetvrte har-
monijski konjugovane taqke i jer f quva harmonijsku konjugovanost.
Sliqno, va�i f(R′) = R.

Dakle, f : P ′, Q′, R′, S′ Z P, Q, R, S. Kako su taqke P ′, Q′, R′ i S′ ko-
linearne i harmonijski konjugovane, takve su i ǌihove slike P, Q,R
i S, qime su tvr�eǌa a) i b) dokazana. ¤

Zadatak 3.66 Date su konkurentne prave a, b, c i d, takve da va�i a⊥b.
Dokazati da je prava a simetrala ugla ](b, c) ako i samo ako va�i
H(a, b; c, d).

Rexeǌe: Problem razmatramo u proxirenoj afinoj ravni. Uslov
H(a, b; c, d) je ekvivalentan sa tim da prava p, paralelna pravoj b, seqe
prave a, b, c i d u harmonijski konjugovanim taqkama A,B, C i D.
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Kako se prave p i b seku u beskonaqno dalekoj taqki prave p, a taqka
A je sredixte du�i CD, tvr�eǌe sledi na osnovu Zadatka 2.7. ¤

H

A

Zadatak 3.66

A′

Zadatak 3.67

BC

b

p

a cd

Zadatak 3.67 Dokazati da visine AA′, BB′ i CC ′ proizvoǉnog nepra-
vouglog trougla 4ABC polove uglove trougla 4A′B′C ′.

Rexeǌe: Neka je H ortocentar trougla 4ABC. Kako su A′, B′ i C ′

dijagonalne taqke potpunog qetvorotemenika ABCH, va�i

(A′B′, A′C ′; A′A,A′B) = −1.

Budu�i da va�i A′A⊥A′B, na osnovu Zadatka 3.66, sledi ]B′A′A =
]AA′C ′, to jest, AA′ je simetrala ugla kod temena A′ trougla 4A′B′C ′.
Analogno se dokazuju i preostala dva sluqaja. ¤

Zadatak 3.68 Neka se tangente kruga sa dodirnim taqkama P i Q seku
u taqki A i neka je BC preqnik kruga koji sadr�i taqku A. Dokazati
da taqke A i Q harmonijski razdvajaju par taqaka R, S u kojima pravu
AQ seku prave PB i PC. Xta se mo�e zakǉuqiti u sluqaju kada je
jedna od taqaka R, S beskonaqno daleka?

Rexeǌe: Kako va�i PS⊥PR (ugao nad preqnikom) i ]QPS = ]SPA
(stav o periferijskim uglovima), na osnovu Zadatka 3.6, sledi

(PA, PQ; PR, PS) = (A,Q; R, S) = −1.
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P

C

SQR

B

A

Zadatak 3.68

Ako je taqka R beskonaqno daleka, onda je qetvorougao BPAQ pa-
ralelogram, xtavixe, zbog simetrije u odnosu na pravu AB, u pi-
taǌu je romb. Iz ]PBQ = ]PQA, sledi da je taj romb razlo�iv na
dva podudarna jednakostraniqna trougla 4PBQ i 4QAP . Poxto je
(A,Q; R, S) = −1, a R beskonaqna taqka, to je S sredixte du�i AQ.
Stoga je PS visina jednakostraniqnog trougla 4QAP , a ona sadr�i
taqku C datog kruga. Prema tome: Ako dve stranice jednog jednako-
straniqnog trougla dodiruju jedan krug u dva temena, onda se ǌegove vi-
sine seku u taqki koja pripada krugu. ¤

Zadatak 3.69 Ako su AP, BQ i CR visine trougla 4ABC afine ravni,
onda su prave PQ,PR, PA i PB harmonijski konjugovane.

Uputstvo: H(PQ, PR; PA, PB) sledi na osnovu prethodna dva zadatka
ako se razmatra potpuni qetvorotemenik PCQS gde je S ortocentar
trougla. ¤

Zadatak 3.70 Simetrala ugla kod temena A trougla 4ABC seqe ǌe-
govu suprotnu stranicu u taqki P . Neka su Q i R ortogonalne pro-
jekcije taqaka B i C na pravu AP . Dokazati da su taqke A,P, Q i R
harmonijski konjugovane.

Rexeǌe: Neka je taqka D presek normale na pravu AP u taqki A
i prave BC. Onda va�i AP⊥AD,]CAP = ]PAB, odakle zakǉuqu-
jemo da va�i (AB,AC; AP, AD) = −1, xto implicira jednakost −1 =
(B, C; P, D) = (A,P ; R, Q). ¤
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Zadatak 3.72

C

S

A

B

C
R

A

B
Q

D

P

Zadatak 3.70

D

Zadatak 3.71 Ako su L,M i N redom sredixta stranica BC, CA i AB
trougla 4ABC, onda je qetvorka pravih LM,LN,LA, LB harmonijska.

Zadatak 3.72 Ako je AB preqnik kruga, a CD tetiva normalna na AB,
onda qetiri prave koje sadr�e bilo koju taqku kruga i redom taqke
A,B, C i D obrazuju harmonijsku qetvorku. Dokazati.

Rexeǌe: Neka je S taqka koja pripada krugu. Ugao ](SA, SB) je prav,
a tako�e su SA i SB simetrale uglova koje zaklapaju prave SC i SD,
pa tvr�eǌe sledi na osnovu Zadatka 3.66. ¤





Glava 4

Projektivni prostor

4.1 Koordinate u projektivnom prostoru

Zadatak 4.1 U proxirenom euklidskom prostoru uvedene su homogene
koordinate baznim taqkama A1, A2, A3, A4 i taqkom jedinice B.

a ) Dokazati da za koordinate konaqne taqke M va�i (x1 : x2 : x3 :

x4) = (
d1

e1
:

d2

e2
:

d3

e3
:

d4

e4
), gde su di i ei rastojaǌa redom taqaka M

i B od ravni kojoj pripada strana tetraedra A1A2A3A4 koja ne
sadr�i taqku Ai, i = 1, 2, 3, 4.

b ) Dokazati da za koordinate konaqne ravni α va�i [u1 : u2 : u3 :

u4] = (
δ1

ε1
:

δ2

ε2
:

δ3

ε3
:

δ4

ε4
), gde su δi i εi rastojaǌa baznih taqaka

Ai, i = 1, 2, 3, 4, redom od ravni α i od ravni sa koordinatama
[1 : 1 : 1 : 1].

Zadatak 4.2 Odrediti jednaqinu prave koja sadr�i taqku A(2 : 0 : 1 :
−3) i koja seqe dve prave: pravu p koja sadr�i taqke P1(1 : −1 : 0 : 4)
i P2(−2 : 0 : −4 : 3) i pravu q koja je presek ravni α1[2 : 5 : −3 : 0] i
α2[3 : −2 : 2 : 1].
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Rexeǌe: Neka je a prava koja sadr�i taqku A i proizvoǉnu taqku P
prave P1P2. Odredi�emo taqku P tako da prava a seqe pravu q. Tada
�e prava PA biti tra�ena prava.

Za proizvoǉnu taqku P ∈ P1P2 va�i

P = λP1 + µP2 = (λ− 2µ,−λ,−4µ, 4λ + 3µ), λ, µ ∈ R, λ2 + µ2 > 0.

Za vektor taqke X prave AP va�i

X = νA + ηP = νA + P = (2ν + λ− 2µ,−λ, ν − 4µ,−3ν + 4λ + 3µ), ν ∈ R,

pri qemu smo η = 1 mogli izabrati uz pretpostavku X 6= A. Zamenom
koordinata taqke X u jedakosti 2x1+5x2−3x3 = 0 i 3x1−2x2+2x3+x4 = 0
dobijamo sistem

ν − 3λ + 8µ = 0,

5ν + 9λ− 11µ = 0.

Iz ǌega, eliminacijom parametra ν, dobijamo λ =
17
8

µ, to jest, da je

taqka P za koju prava PA seqe pravu Q data sa P (1 : −17 : −32 : 92).
Tra�ena prava je a = PA. ¤

Zadatak 4.3 Odrediti jednaqinu prave koja pripada ravni [1 : 0 : −2 :
3] i koja seqe dve prave: pravu koja sadr�i taqke (2 : 3 : −4 : 0) i
(0 : 3 : −4 : 0) i pravu koja je presek ravni [2 : 0 : −3 : 0] i [1 : 5 : 4 : 3].

Zadatak 4.4 Date su taqke P (1 : 1 : 1 : 0) i Q(−1 : 0 : 2 : 0). Odrediti
sve ravni pramena PQ i dati afino tumaqeǌe.

Rexeǌe: Ravan pramena PQ odredimo u obliku α : ax1+bx2+cx3+dx4 =
0. Uvrxtavaǌem taqaka P i Q u jednakost α dobijamo sistem

a + b + c = 0, −a + 2c = 0,

odakle su tra�ene ravni oblika c(2x1 − 3x2 + x3) + dx4 = 0, pri qemu
vrednosti c i d nisu istovremeno jednake nuli. Za c = 0 dobijamo
beskonaqno daleku ravan, xto odgovara qiǌenici da joj prava PQ
pripada, jer je odre�ena beskonaqno dalekim taqkama. Prelaskom na
afine koordinate dobijamo

2x− 3y + z +
d

c
= 0. (4.1)
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Dakle, presek paralelnih ravni (4.1) i beskonaqno daleke ravni je
prava PQ. ¤

Zadatak 4.5 (Mebiusova teorema) Ako qetiri temena jednog tetrae-
dra pripadaju stranama drugog i tri temena drugog pripadaju strana-
ma prvog tada i qetvrto teme drugog pripada strani prvog.

Zadatak 4.6 Neka je π ravan koja ne sadr�i ni jedno od temena tetrae-
dra A1A2A3A4 i Mij taqka preseka ravni π sa ivicom AiAj , 1 ≤ i, j ≤ 4.
Neka je taqka Pij harmonijski konjugovana taqki Mij u odnosu na par
taqka Ai, Aj . Dokazati da tri prave PijPkl i xest ravni PijAkAl ((ijkl)
je ma koja permutacija skupa (1234)) sadr�e istu taqku Q.

4.2 Transformacije projektivnog prostora
Zadatak 4.7 Prave A1B, A2B,A3B, A4B koje redom sadr�e bazne taqke
A1, A2, A3, A4 i jediniqnu taqku B seku redom naspramne strane A2A3A4,
A1A3A4, A1A2A4, A1A2A3 tetraedra A1A2A3A4 u taqkama E1, E2, E3, E4.
Odrediti jednaqine projektivne transformacije pri kojoj je taqka B
invarijantna i kojom se taqke Ai se transformixu u taqke Ei, i =
1, . . . , 4.

Zadatak 4.8 U projektivnom prostoru uveden je sistem koordinata
baznim taqkama A1, A2, A3, A4 i taqkom jedinice B.

a ) Odrediti projektivnu transformaciju pri kojoj su taqke A1

i A2 i sve taqke prave A3A4 invarijantne.

b ) Koja projektivna transformacija je indukovana na ravni
A1A3A4?

v ) Koja projektivna transformacija je indukovana na ivicama
tetraedra A1A2A3A4?

Rexeǌe: a) Direktno se proverava da je tra�ena transformacija
oblika

λx′1 = ax1, λx′2 = bx2, λx′3 = cx3, λx′4 = cx4,

gde je a, b, c 6= 0. Pri tome va�i
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• a = b ako i samo ako je svaka taqka prave A1A2 invarijantna,

• a = c = b ako i samo ako je transformacija identiqka i

• a = c, b 6= c, odnosno b = c, a 6= c ako i samo ako je svaka taqka
ravni A3A4A1, odnosno A3A4A2 invarijantna.

b) Ravan A1A3A4 je invarijantna (invarijantne su tri taqke koje joj
pripadaju) i ima jednaqinu x2 = 0. Na ǌoj je indukovana hiperboliqka
homologija sa osom A3A4 i centrom A1 ako va�i a 6= c, a identiqka
transformacija ukoliko je ispuǌeno a = c.

v) Sve ivice su invarijantne. Na ivici A1A2 je indukovana hiper-
boliqka transformacija ako je a 6= b, a inaqe identiqka. Na ivici
A3A4 indukovan je identitet. Od ostalih ivica razmotirimo, na
primer, ivicu A1A3. Uradimo to analitiqki. Ivica A1A3 zadata je
jednaqinama x2 = 0, x4 = 0, pa zato za homogene koordinate na ǌoj
mo�emo odabrati (x1 : x3) i indukovana transformacija je data sa

λx′1 = ax1, λx′3 = cx3.

Odatle zakǉuqujemo da je na ivici A1A3 indukovan identitet ako va�i
a = c, a hiperboliqka transformacija inaqe. Ostale ivice se mogu
razmatrati analogno. ¤

Zadatak 4.9 Dokazati da je podgrupa grupe projektivnih transforma-
cija koje ostavǉaju invarijantnim dve mimoilazne prave izomorfna
direktnom proizvodu grupa realnih kvadratnih matrica reda 2, to
jest,

(Gl(2,R)×Gl(2,R))/∼

gde je ∼ relacija ekvivalencije (A,B) ∼ (λA, λ−1B), λ 6= 0.

Zadatak 4.10 U projektivnom prostoru uveden je sistem koordinata
baznim taqkama A1, A2, A3, A4 i taqkom jedinice B.

a ) Odrediti projektivnu transformaciju pri kojoj su samo A1 i
A2 invarijantne taqke i samo A3A4 invarijantna prava.

b ) Kakva projektivna transformacija je indukovana na pravama
A1A2 i A3A4? Kada je ta transformacija involucija?



Povrxi drugog reda 67

4.3 Povrxi drugog reda
Zadatak 4.11 Odrediti projektivni tip slede�ih povrxi drugog reda:

a ) x2
1+2x2

2+3x2
3+2x2

4+2x1x2+2x1x3+2x1x4+4x2x3+4x2x4+6x3x4 = 0;

b ) x2
1 + 4x2x3 − x2

4 = 0;

v ) x2
1+2x2

2+x2
3+x2

4+2x1x2+2x1x3+2x1x4+4x2x3+4x2x4+2x3x4 = 0;

g ) 2x2
1 − x1x2 − 3x2

2 + 2x1x3 − 3x2x3 − x1x4 + 4x2x4 + x3x4 − x2
4 = 0.

Rexeǌe: a) Karakteristiqni polinom matrice povrxi drugog reda
je χG(λ) = λ4−8λ3 +3λ2 +3λ−1. Detaǉnija analiza pokazuje da su tri
sopstvene vrednosti pozitivne, a jedna negativna. Zato je data povrx
ovalna povrx.

b) Sopstvene vrednosti su −2,−1, 1, i 2, pa se radi o toroidalnoj
povrxi.

v) Karakteristiqni polinom je χG(λ) = λ(λ3 − 5λ2 − 3λ + 2). Jedna
sopstvena vrednost je nula, dve pozitivne, a jedna negativna, pa se
radi o konusu.

g) Karakteristiqni polinom je χG(λ) = λ2(λ + 2λ− 13), pa se povrx
sastoji od dve ravni: 2x1 − 3x2 + x4 = 0 i x1 + x2 + x3 − x4 = 0. ¤

Zadatak 4.12 Kojim beskonaqno dalekim taqkama treba dopuniti

a ) dvograni hiperboloid x2 + y2 − z2 = −1;

b ) eliptiqki paraboloid x2 + y2 = z

do ovalne povrxi drugog reda? Odrediti projektivnu transforma-
ciju izme�u te dve povrxi.

Rexeǌe: a) Dvograni hiperboloid treba dopuniti beskonaqno dale-
kim taqkama konusa x2 + y2 − z2 = 0. U homogenim koordinatama te se
taqke mogu zapisati kao presek konusa i beskonaqno daleke ravni, to
jest,

x2
1 + x2

2 − x2
3 = 0, x4 = 0.
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Deǉeǌem prve jednaqine sa x2
3 i prelaskom na afine koordinate (u

beskonaqno dalekoj ravni) ξ =
x1

x3
, η =

x2

x3
dobijamo da je taj skup za-

pravo krug
ξ2 + η2 = 1.

Dakle, dvograni hiperboloid se dobija izborom one beskonaqno daleke
ravni koja ovalnu povrx seqe po krugu.

b) Eliptiqki paraboloid dovoǉno je dopuniti beskonaqno dalekom
taqkom (0 : 0 : 1 : 0) ose Oz. Dakle, eliptiqki paraboloid se dobija
izborom one beskonaqno daleke ravni koja dodiruje ovalnu povrx.

Da bismo odredili formule transformacije hiperboloida u para-
boloid zapiximo ih u homogenim koordinatama

x2
1 + x2

2 − x2
3 + x2

4 = 0, x′21 + x′22 − x′3x
′
4 = 0.

Lako se proverava da je jedna tra�ena transformacija:

λx′1 = x1,
λx′2 = x2,
λx′3 = x3 + x4,
λx′4 = x3 − x4.

¤

∞

∞

∞

Zadatak 4.12 Zadatak 4.13

∞

Zadatak 4.13 Kojim beskonaqno dalekim taqkama treba dopuniti

a ) jednograni hiperboloid x2 + y2 − z2 = 1;
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b ) hiperboliqki paraboloid x2 − y2 = z

do torusne povrxi drugog reda? Odrediti projektivnu transforma-
ciju izme�u te dve povrxi.

Rexeǌe: a) Jednograni hiperbolid treba dopuniti beskonaqno dale-
kim taqkama konusa x2 + y2 − z2 = 0 (elipsa).

b) Hiperboloiqki paraboloid treba dopuniti beskonaqno dalekim
taqkama dveju ravni x2 − y2 = 0 (dve prave koje se seku).

Transformacija se odre�uje sliqno kao u prethodnom zadatku. ¤

Zadatak 4.14 Kojim beskonaqno dalekim taqkama treba dopuniti

a ) konus
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0;

b ) eliptiqki cilindar
x2

a2
+

y2

b2
= 1;

v ) hiperboliqki cilndar
x2

a2
− y2

b2
= 1;

g ) paraboliqki cilindar y2 = 2px

do konusne povrxi drugog reda? Odrediti projektivnu transforma-
ciju izme�u tih povrxi.

Zadatak 4.15 U projektivnom prostoru je data povrx drugog reda.

a ) Dokazati je ǌena tangentna ravan seqe po krivoj drugog reda
koja se razla�e na presek dve prave.

b ) Dokazati da su preseqne prave iz dela a)

• imaginarne i seku se u taqki dodira u sluqaju ovalne
povrxi,

• realne i seku se u taqki dodira u sluqaju torusne povrxi,

• jedna dvostruka realna prava u sluqaju konusne povrxi.

Zadatak 4.16 Odrediti jednaqine familije povrxi drugog reda koje
dodiruju ravan x1 = 0 u taqki (0 : 0 : 1 : 0), a ravan x2 = 0 u taqki
(0 : 0 : 0 : 1).
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Zadatak 4.17 U prostoru je dato sedam taqaka od kojih nikoje tri
nisu kolinearne i nikoje qetiri nisu komplanarne. Dokazati da po-
stoji osma taqka takva da svaka povrx drugog reda koja sadr�i datih
sedam taqaka sadr�i i osmu taqku.



Glava 5

Afine transformacije sa
projektivne taqke gledixta

5.1 Afine transformacije prostora Rn

Definicija 5.1 Afina transformacija prostora Rn je transfor-
macija koja je u nekim (pa dakle i u svakim) afinim koordinatama
(x1, . . . , xn)T oblika

x′1 = a11x1 + . . . + a1nxn + v1,

... (5.1)
x′n = an1x1 + . . . + annxn + vn,

i takva da va�i det(aij) 6= 0.

Matrica A = (aij) predstavǉa linearni deo, a vektor koordi-
nata v(v1, . . . , vn)T translatorni deo transformacije (5.1). Zato ǌu
oznaqavamo sa (A,v) i matriqno zapisujemo

X′ = AX + v. (5.2)



72 Afine transformacije sa projektivne taqke gledixta

Afine trasformacije qine grupu u odnosu na kompoziciju, koju
oznaqavamo sa Aff(n), gde je n dimenzija odgovaraju�eg afinog
prostora.

Transformacije oblika (5.2) za v = 0 qine podgrupu linearnih
transformacija prostora Rn, koja je izomorfna grupi Gl(n). Po-
dse�amo da su kolone matrice A slike baznih vektora koordinatnog
sistema.

Transformacije oblika (5.2) za A = E qine podgrupu translacija
T (n) prostora Rn koja je izomorfna aditivnoj Abelovoj grupi Rn.

Iz analitiqke geometrije poznata je slede�a teorema:

Teorema 5.1 Afina trasformacija ima slede�e osobine:

a ) bijekcija je;

b ) quva odnos deǉeǌa du�i;

v ) ravni preslikava u ravni iste dimenzije i quva ǌihovu para-
lelnost;

g ) odnos zapremina slike M′ lika M i originala jednak je
apsolutnoj vrednosti determinante matrice A.

Zadatak 5.1 a) Odrediti kompoziciju dve afine transformacije.
b) Dokazati da je podgrupa translacija T (n) normalna podgrupa

grupe Aff(n).

Rexeǌe: a) Odredimo kompoziciju afinih transformacija (A,v) i
(B,w), A,B ∈ Gl(n), v,w ∈ Rn, tako xto �emo ih primeniti na vektor
koordinata X :

((B,w) ◦ (A,v))(X) = (B,w)(AX + v) = (B(AX + v) + w) =
= ((BA)X + (Bv + w)) = (BA,Bv + w)(X).

Dakle, mno�eǌe (to jest, kompozicija) u afinoj grupi je dato sa

(B,w) ◦ (A,v) = (BA,Bv + w). (5.3)

b) Treba pokazati da va�i L−1
A TvLA ∈ T (n) ⊂ Aff(n) gde je LA ∈

Gl(n) ⊂ Aff(n) linearna transformacija data matricom A, a Tv ∈
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T (n) ⊂ Aff(n) translacija za vektor v. One su reprezentovane parovima
LA = (A,0) i Tv = (E,v). Koriste�i pravilo (5.3) dobijamo

L−1
A TvLA = (A−1,0) ◦ (E,v) ◦ (A,0) = . . . = (E,Av) ∈ T (n),

to jest, da je T (n) je normalna podgrupa. Alternativno se mo�e poka-
zati da je preslikavaǌe f : Aff(n) 7→ Gl(n), dato sa f((A,v)) = A,
homomorfizam qije je jezgro Ker(f) = T (n), pa je na osnovu toga T (n)
normalna podgrupa grupe Aff(n). ¤

Napomena 5.1 U prethodnom zadatku smo pokazali da se linearne
transformacije realizuju matriqnim mno�eǌem, dok se translacije
realizuju sabiraǌem vektora. Za primene u raqunarskoj grafici
pogodno je i translacije realizovati matriqno, to jest, predstaviti
kompletnu afinu transformaciju matriqnim mno�eǌem.

Zadatak 5.2 Odrediti reprezentaciju afine transformacije (5.1) ra-
vni u homogenim koordinatama (ξ1 : . . . : ξn+1).

Rexeǌe: Zamenom jednakosti

x′1 =
ξ′1

ξ′n+1

, . . . , x′n =
ξ′n

ξ′n+1

i x1 =
ξ1

ξn+1
, . . . , xn =

ξn

ξn+1

u formule afine transformacije (5.1) i dodavaǌem jednakosti ξn+1 =
ξ′n+1 dobijmo

λξ′1 = a11ξ1 + . . . + a1nξn + v1ξn+1,
...

λξ′n = an1ξ1 + . . . + annξn + vnξn+1,
λξ′n+1 = ξn+1,

(5.4)

za λ ∈ R\{0}. ¤
Dakle, kompozicija afinih transformacija (5.3) odgovara mno�eǌu

matrica kojima su reprezentovane odgovaraju�e projektivne trans-
formacije, dok je preslikavaǌe

(A,v) 7→




a11 . . . a1n v1

...
...

an1 . . . ann vn

0 . . . 0 1
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izomorfizam grupa xto se i direktno jednostavno proverava. ¤

Napomena 5.2 Koordinatni sistem Ox1 . . . xn prostora Rn smatra�emo
Dekartovim pravouglim, to jest, skalarni proizvod vektora XT =
(x1, . . . , xn) i YT = (y1, . . . , yn) je dat sa

〈X,Y〉 = x1y1 + . . . + xnyn = XYT = XT EY, (5.5)

gde je matrica skalarnog proizvoda u ovom sluqaju jediniqna matrica.

Zadatak 5.3 Opisati sve izometrije prostora Rn.

Rexeǌe: Neka je Ox1 . . . xn pravougli koordinatni sistem prostora
Rn. Ako je O′ slika taqke O u izometriji Φ, razmotrimo izometriju
Φ̄ = Φ−OO′. Jasno je da va�i Φ̄(O) = O, to jest, izometrija Φ̄ fiksira
koordinatni poqetak. Lako se pokazuje da je izometrija Φ̄ linearna,
pa je zato oblika Φ̄(X) = AX. Poxto je Φ̄ izometrija mora va�iti

XT EY = 〈X,Y〉 = 〈Φ̄(X), Φ̄(Y)〉 = (AX)T (AY) = XT (AT A)Y,

za sve vektore X,Y, pa je zato AT A = E. Dakle Φ je oblika X′ = AX+v,
gde je v = O′O vektor translacije, dok matrica A zadovoǉava uslov
AT A = E. ¤

Napomena 5.3 Iz prethodnog zadatka zakǉuqujemo da je podgrupa svih
izometrija vektorskog prostora Rn (ortogonalna grupa) izomorfna
matriqnoj grupi

O(n) = {A ∈ Gl(n) | AT A = E}.
ǋena podgrupa (indeksa 2) koja se sastoji od transformacija koje
quvaju orijentaciju (specijalna ortogonalna grupa) je

SO(n) = {A ∈ O(n) | det(A) = 1}.
Podrupu svih izometrija (grupe Aff(n)) prostora Rn oznaqavamo

sa Isom(Rn). Ona je u vektorskoj notaciji oblika

Isom(Rn) = {X 7→ AX + v | AT A = E,v ∈ Rn}.
Zadatak 5.4 Dokazati da kolone (vrste) matrice A ∈ O(n) qine orto-
normiranu bazu.
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Rexeǌe: U Zadatku 5.3 pokazano je da su matrice A ∈ O(n) u ko-
respondenciji sa linearnim izometrijama. Kolone matrice su slike
baznih vektora pri tom preslikavaǌu (po definiciji matrice trans-
formacije). Kako bazni vektori qine ortonormiranu bazu (jer je
skalarni proizvod dat sa (5.5)), qine je i ǌihove slike, to jest, kolone
matrice A. Kako iz A ∈ O(n) sledi AT ∈ O(n), tvr�eǌe va�i i za
vrste. ¤

Napomena 5.4 Kolone (vrste) matrice A ∈ O(n) qine bazu iste ori-
jentacije kao i bazni vektori koordinatnog sistema ako i samo ako
va�i A ∈ SO(n). Iz Zadatka 5.4 je jasno da postoji bijekcija matrica
iz O(n) i ortonormiranih baza prostora Rn.

5.2 Afine transformacije ravni
Zadatak 5.5 Opisati sve izometrije prostora R2.

Rexeǌe: Na osnovu Zadatka 5.3, problem se svodi na opis kvadrat-
nih matrica A = (aij) reda dva koje zadovoǉavaju uslov AAT = E.
Direktno se proverava da je taj uslov ekvivlentan sa

a2
11 + a2

12 = 1 = a2
21 + a2

22, a11a21 + a12a22 = 0.

Na osnovu toga, mora va�iti a = cos φ = ±d,±c = sin φ = b, za neku
vrednost φ ∈ R. Formule (5.1) postaju

Isom(R2) = {
(

x
y

)
7→

(
cos φ ∓ sin φ
sin φ ± cosφ

)(
x
y

)
+

(
v1

v2

)
| φ, v1, v2 ∈ R}.

¤

Definicija 5.2 Linearne transformacije reprezentovane matricama

R(φ) =
(

cosφ − sin φ
sin φ cosφ

)
, R̄(φ) =

(
cosφ sin φ
sin φ − cos φ

)
,

predstavǉaju rotaciju za ugao φ ∈ R, odnosno kompoziciju rotacije i
refleksije oko (rotirane) x–ose.
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Napomena 5.5 Primetimo da matrica rotacije ima determinantu 1,
te quva orijentaciju ravni za razliku od druge transformacije kod
koje je determinanta matrice jednaka −1.

Zadatak 5.6 Dokazati da je transformacija R̄(φ) refleksija u odnosu
na pravu i odrediti tu pravu.

Zadatak 5.7 Dokazati da je skup rotacija ravni SO(2) = {R(φ) | φ ∈
R} Abelova grupa izomorfna grupi jediniqnih kompleksnih brojeva
S1 = {eiφ | φ ∈ R}.

6

-

3
]

K
ª

e1

e2

e′1e′2

φ

w

6

--
6

e2

be2

e1

Zadatak 5.5 Zadatak 5.8

ae1

Definicija 5.3 Transformacija

x′ = ax, (5.6)
y′ = by.

za a, b 6= 0 je istezaǌe (sa centrom O, du� koordinatnih osa).
Istezaǌe za a = b, zovemo homotetija (sa koeficijentom a i cen-
trom O).

Napomena 5.6 U opxtem sluqaju istezaǌe nije izometrija niti je
konformno (to jest, ne quva uglove), dok homotetija jeste konformna
transformacija.

Zadatak 5.8 Dokazati da je afina transformacija kruga x′2 + y′2 = 1

na elipsu
x2

a2
+

y2

b2
= 1 data formulama (5.6).
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Rexeǌe: Zamenom formula (5.6) u jednaqinu kruga dobijamo datu
elipsu. ¤

Zadatak 5.9 Odrediti afinu transformaciju kojom se pravougaonik
ABCD transformixe u pravougaonik A′B′C ′D′, ako je A(a1, a2), B(b1, b2),
ivice pravougaonika su paralelne koordinatnim osama i visine i
xirine pravougaonika su jednake redom h, d;h′, d′.

Zadatak 5.10 Dokazati da skup svih istezaǌa qini komutativnu grupu
izomorfnu sa R∗ × R∗, gde je R∗ = R\{0} multiplikativna grupa re-
alnih brojeva.

Zadatak 5.11 Dokazati da skup svih homotetija i svih rotacija qini
komutativnu grupu izomorfnu multiplikativnoj grupi C∗ kompleksnih
brojeva razliqitih od nule.

yy

C

X

T−1(X)

R ◦ T−1(X)
T ◦R ◦ T−1(X)

φ
φ

O

6

-
A B

CD C′

D′

Á

e1

e2

Zadatak 5.12 Zadatak 5.16

Zadatak 5.12 Date su taqke A(0, 0), B(b, 0), C(0, c), D′(cp, c) (b > 0).
Odrediti afinu transformaciju f pravougaonika ABCD na parale-
logram ABC ′D′.

Rexeǌe: Kako je taqka A(0, 0) invarijantna, transformacija je line-
arna. Jasno je da va�i f(AB) = AB, pa je i f(e1) = e1. Mora va�iti i
f(0, c) = f(AD) = AD′ = (cp, c), pa je f(e2) = f((0, 1)) = (1, p) = e1 + pe2.
Tra�ena transformacija je data sa

x′ = x + py,

y′ = y. (5.7)
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¤

Definicija 5.4 Transformaciju oblika (5.7) nazivamo smicaǌe
du� x–ose.

Napomena 5.7 Matrica smicaǌa du� y–ose je transponovana matri-
ci smicaǌa du� x–ose.

Zadatak 5.13 Dokazati da smicaǌe i istezaǌe komutiraju ako i samo
ako je istezaǌe homotetija.

Zadatak 5.14 Dokazati da je svaka afina transformacija ravni kom-
pozicija translacije, istezaǌa, smicaǌa i rotacije. Da li je to ra-
zlagaǌe jedinstveno?

Zadatak 5.15 Odrediti matrice koje predstavǉaju homogeni zapis
translacije, rotacije, istezaǌa i smicaǌa u ravni.

Rexeǌe: Na osnovu Zadataka 5.2, zakǉuqujemo da su tra�ene matrice
date redom sa



1 0 v1

0 1 v2

0 0 1


 ,




cos φ − sin φ 0
sin φ cosφ 0

0 0 1


 ,




a 0 0
0 b 0
0 0 1


 ,




1 p 0
0 1 0
0 0 1


 .

¤

Zadatak 5.16 Odrediti matricu koja reprezentuje rotaciju u ravni
oko proizvoǉne taqke C(x0, y0), za ugao φ.

Rexeǌe: Prvo �emo translirati taqku C u koordinatni poqetak
O(0, 0), zatim izvrxiti rotaciju oko koordinatnog poqetka, i, napo-
sletku, ”vratiti” taqku O u taqku C inverznom translacijom. Ako je
T matrica translacije, a R matrica rotacije, onda je tra�ena trans-
formacija data matricom TRT−1. Konkretno:




1 0 x0

0 1 y0

0 0 1







cosφ − sin φ 0
sin φ cos φ 0

0 0 1







1 0 −x0

0 1 −y0

0 0 1


 =
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=




cos φ − sin φ x0(1− cosφ) + y0 sin φ
sinφ cosφ y0(1− cosφ) + x0 sin φ

0 0 1




¤

Zadatak 5.17 Odrediti matricu koja realizuje homotetiju sa cen-
trom C(x0, y0) i koeficijentom a.

Zadatak 5.18 Odrediti matricu koja realizuje istezaǌe u ravni du�
stranica AB i AD pravougaonika ABCD za koeficijente a i b, tako da
taqka A ostane invarijantna. Temena pravougaonika imaju koordinate
A(1, 1), D(0, 1 +

√
3), B(1 + 2

√
3, 3).

Uputstvo: Neka je T matrica translacije za vektor (1, 1), R matrica
rotacije za ugao izme�u x-ose i prave AB (

π

6
) i H istezaǌe dato

tre�om od matrica iz Zadatka 5.15. Tra�ena transformacija je data
matricom TRHR−1T−1. ¤

5.3 Afine transformacije prostora
Zadatak 5.19 Dokazati da je svaka orijentabilna izometrija prosto-
ra rotacija oko neke prave koja sadr�i koordinatni poqetak.

Uputstvo: Izometrija je predstavǉena matricom A ∈ SO(3), to jest,
takvom da va�i AAT = E. Kako je karakteristiqni polinom matrice
A stepena 3, on ima bar jednu realnu sopstvenu vrednost λ1, odnosno
odgovaraju�i sopstveni vektor v1. Kako je u pitaǌu izometrija, mora
va�iti λ1 = ±1 (da se vektor v1 ne bi izdu�io). Preostale dve sop-
stvene vrednosti, λ2 i λ3, su ili realne (i tada imaju vrednost ±1)
ili konjugovano–kompleksne. Iz uslova 1 = det(A) = λ1λ2λ3, mo�e se
zakǉuqiti da je bar jedna sopstvena vrednost jednaka 1, a zatim da
je data izometrija rotacija oko sopstvenog vektora koji odgovara toj
sopstvenoj vrednosti. ¤

Napomena 5.8 Pozitivnost smera rotacije utvr�ujemo takozvanim
pravilom desne ruke: dr�imo li osu rotacije desnom rukom, rotacija
u pravcu prstiju je pozitivna ako ispru�eni palac pokazuje u smeru
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ose rotacije. Na primer, rotacija ose Ox u Oy oko Oz je pozitivna,
kao i rotacija Oz u Ox oko Oy i rotacija Oy u Oz oko Ox.

Zadatak 5.20 Odrediti matrice rotacija u pozitivnom smeru oko osa
Oz, Oy i Ox redom za uglove φ, θ i ψ.

Rexeǌe: Rotacija oko ose Oz ostavǉa vektor te ose invarijanim, a
u ravni Oxy je reprezentovana kao rotacija oko taqke O za ugao φ (i
to od ose Ox ka Oy.) Zato je Rz(φ)(e1) = cos φe1 + sin φe2, Rz(φ)(e2) =
− sinφe1 +cos φe2, Rz(φ)(e3) = e3. Sliqno se rezonuje i u preostala dva
sluqaja, pa su tra�ene matrice, redom

Rz(φ) =




cosφ − sin φ 0
sin φ cosφ 0

0 0 1


 , Ry(θ) =




cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ


 ,

Rx(ψ) =




1 0 0
0 cos ψ − sin ψ
0 sin ψ cos ψ


 .

¤

Zadatak 5.21 Dokazati da se svaki jedniqni vektor a mo�e zapisati u
obliku a(cosα, cosβ, cos γ), gde su α, β i γ uglovi koje vektor a zahvata
redom sa osama Ox,Oy i Oz.

Zadatak 5.22 U koordinatnom sistemu Oxyz data je taqka A(a1, a2, a3).
Zarotirati polupravu OA u pozitivni deo ose Oz na tri naqina:

a ) rotacijom oko ose Ox do ravni Oxy, a zatim rotacijom oko Oy;

b ) rotacijom oko ose Oy do ravni Oyz, a zatim rotacijom oko Ox;

v ) rotacijom oko ose Oz do ravni Oxz, a zatim rotacijom oko Oz.

Rexeǌe: b) Zarotira�emo taqku A oko ose Oy u negativnom smeru (to
jest, od ose Ox ka osi Oz) za ugao φ. Ugao φ je ugao izme�u projekcije
OA′′′ du�i OA na ravan Oxz i ose Oz. Jednostavno se izraqunava:

cos φ =
a3√

a2
1 + a2

3

, sinφ =
a1√

a2
1 + a2

3

.
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Rezultat rotacije je taqka A1(0, a2,
√

a2
1 + a2

3) koja pripada ravni Oyz.

Sada je potrebno zarotirati taqku A1 oko ose Ox za ugao ψ do taqke
A2(0, 0,

√
a2
1 + a2

2 + a2
3) koja pripada osi Oz. Smer rotacije je pozitivan,

to jest, od ose Oy ka osi Oz, dok je ugao ψ ugao izme�u du�i OA1 i
ose Oz. Dobijamo:

cos ψ =

√
a2
1 + a2

3√
a2
1 + a2

2 + a2
3

, sinψ =
a2√

a2
1 + a2

2 + a2
3

.

Zato je tra�ena transformacija data proizvodom matrica Rx(ψ) i
Ry(−φ) (tim redom), to jest,

0BBBBBBBBBB@

1 0 0

0

q
a2
1 + a2

3q
a2
1 + a2

2 + a2
3

− a2q
a2
1 + a2

2 + a2
3

0
a2q

a2
1 + a2

2 + a2
3

q
a2
1 + a2

3q
a2
1 + a2

2 + a2
3

1CCCCCCCCCCA

0BBBBBBB@
a3q

a2
1 + a2

3

0 − a1q
a2
1 + a2

3

0 1 0

a1q
a2
1 + a2

3

0
a3q

a2
1 + a2

3

1CCCCCCCA .

Rezultat se mo�e proveriti direktnom primenom ovog proizvoda ma-
trica na taqku A(a1, a2, a3), xto rezultira taqkom A2(0, 0,

√
a2
1 + a2

2 + a2
3).

Sluqajevi pod a) i v) se razmatraju na sliqan naqin. ¤

6

+

-

:

φ

A1

A

O
x

z

y

A′′′

A′′′1

a1

a3

6

-
y

z

O

ψ

�

a2
a2

A1

A2

A′′′1

Zadatak 5.22 b)
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Napomena 5.9 Jasno je da formule iz prethodnog zadatka va�e ako
taqka A ne pripada osi Oy. U suprotnom, treba izostaviti rotaciju
oko ose Oy i primeniti samo matricu Rx(ψ).

Zadatak 5.23 Odrediti matricu rotacije za ugao α oko proizvoǉne
prave a.

Rexeǌe: Smatra�emo pravu a orijentisanom i odrediti formule ro-
tacije u pozitivnom smeru. Pretpostavimo prvo da prava a sadr�i
koordinatni poqetak i da je ǌen (orijentisani) vektor a(a1, a2, a3) je-
diniqni vektor, to jest, da va�i a2

1 + a2
2 + a2

3 = 1. Tra�enu rotaciju
mo�emo realizovati kao kompoziciju triju transformacija:

1. Kompozicije (recimo) Rx(ψ) ◦ Ry(−φ) (prava a se transformixe
u osu Oz).

2. Rotacije Rz(α) oko ose Oz.

3. Kompozicije Ry(φ) ◦ Rx(−ψ) inverzne transformaciji 1 (osa Oz
se vra�a u pravu a).

Direktno se proverava da je matrica kompozicije Ra(α) = Ry(φ) ◦
Rx(−ψ) ◦Rz(α) ◦Rx(ψ) ◦Ry(−φ) data sa

0@ a2
1 + (1− a2

1) cos α a1a2(1− cos α)− a3 sin α a1a3(1− cos α) + a2 sin α
a1a2(1− cos α) + a3 sin α a2

2 + (1− a2
2) cos α a2a3(1− cos α)− a1 sin α

a1a3(1− cos α)− a2 sin α a2a3(1− cos α) + a1 sin α a2
3 + (1− a2

3) cos α

1A .

Ukoliko prava a ne sadr�i koordinatni poqetak ve� neku taqku A,
tra�enu transformaciju predstavǉa slede�a kompozicija

TOA ◦Ra ◦ TAO.

¤

Zadatak 5.24 (Ojlerova teorema) Dokazati da se svaka izometrijska
transformacija koja quva orijentaciju projektivnog prostora, mo�e
predstaviti kao kompozicija translacije i najvixe tri rotacije oko
koordinatnih osa.
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Rexeǌe: Mo�emo pretpostaviti da je koordinatni poqetak O fi-
ksiran i dokazati da je svaka linearna izometrija kompozicija tri
rotacije oko koordinatnih osa. Neka je (e1, e2, e3) ortonormirana baza
koordinatnog sistema Oxyz. Svaka linearna izometrija I je odre�ena
slikama i, j,k baznih vektora e1, e2, e3 koordinatnih osa. Obe navedene
baze su ortonormirane i iste orijentacije. Realizujmo I−1, a zatim
i I trima rotacijama oko koordinatnih osa.

U Zadatku 5.22 je dokazano da va�i

k2 = e2 = (Rx(ψ) ◦Ry(−φ))(k),

za pogodno izabrane uglove φ, ψ. Kako je Rx(ψ) ◦ Ry(−φ) izometrija,
vektori i2 = (Rx(ψ) ◦ Ry(−φ))(i) i j2 = (Rx(ψ) ◦ Ry(−φ))(j) pripadaju
ravni Oxy (jer su ortogonalni na vektor k2) i zajedno sa vektorom k2

qine ortonormiranu bazu pozitivne orijentacije. Zato rotacijom za
neku ugao θ oko ose Oz mo�emo transformisati vektore i2, j2,k2 redom
u vektore e1, e2, e3. Dakle, va�i

I−1 = Rz(θ) ◦Rx(ψ) ◦Ry(−φ),

to jest,
I = Ry(φ) ◦Rx(−ψ) ◦Rz(−θ).

¤

k
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Zadatak 5.24 Zadatak 5.25
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Zadatak 5.25 Date su nekolinearne taqke A, B,C afinog prostora.
Odrediti izometriju koja transformixe taqku A u koordinatni po-
qetak, taqku B u pozitivni deo ose Ox i pri kojoj slika du�i AC
pripada ravni Oxy.

Rexeǌe: Translacija TAO, za vektor AO, taqku A prevodi u taqku
O. Pretpostavimo da je ta translacija ve� izvrxena, to jest, da va�i
A = O. Neka je

k =
AB×AC
| AB×AC | , i =

AB
| AB | , j = k× i.

Vektori i, j,k qine pozitivno orijentisanu ortonormiranu bazu. Izo-
metrija koja prevodi bazu (e1, e2, e3) koordinatnog sistema Oxyz u
bazu (i, j,k) transformixe taqke A,B i C na tra�eni naqin. Ma-
trica P te transformacije mo�e se odrediti kao u Zadatku 5.24.
Ipak, navodimo mnogo jednostavniji naqin. Naime, kolone matrice
P−1 transformacije baze (e1, e2, e3) u bazu (i, j,k) su koordinate slika
baznih vektora, to jest, kolone koordinata [i], [j], [k]. Dakle,

P−1 = ([i], [j], [k]).

Kako iz jednakosti PPT = E, sledi P−1 = PT , dobijamo matricu P
tra�ene transformacije:

P =




[i]T

[j]T

[k]T


 .

(gde su koordinate vektora upisane kao vrste). ¤

Zadatak 5.26 Dat je avion u Oxy ravni. Avion je postavǉen du� Ox
ose sa centrom u koordinatnom poqetku O. Odrediti izometriju koja
premexta centar aviona u datu taqku A, avion usmerava u pravcu
datog vektora a, tako da krila aviona sa ravni Oxy zaklapaju dati
ugao α.



Glava 6

Projekcije

Definicija 6.1 Neka je τ hiperravan i O 6∈ τ taqka projektivnog
prostora RPn. Preslikavaǌe koje svakoj taqki A 6= O dodeǉuje taqku
A′ = OA × τ nazivamo centralna projekcija iz taqke O na ravan τ .
Taqku O zovemo centar projektovaǌa.

Zadatak 6.1 a) Odrediti centralnu projekciju dopuǌenog afinog pro-
stora iz centra O(0, 0, h), h > 0 na ravan τ : z = 0. Napisati rexeǌe u
afinim i homogenim koordinatama.

b) Koje se taqke preslikavaju beskonaqno daleko?

Rexeǌe: a) Neka su (X, Y, Z) teku�e afine koordinate prostora RPn.
Odredimo sliku A′(x′, y′z′) taqke A(x, y, z). Jednaqina prave OA je:

OA :
X

x
=

Y

y
=

Z − h

z − h
= t ∈ R.

Presek sa ravni τ dobijamo za

0 = Z = t(z − h) + h,

odnosno za t =
h

h− z
, pa su koordinate taqke A′ :

x′ =
hx

h− z
, y′ =

hy

h− z
, z′ = 0.
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Prelaskom na homogene koordinate (x1 : x2 : x3 : x4) prethodne formule
postaju:

x′1
x′4

=
hx1

hx4 − x3
,

x′2
x′4

=
hx2

hx4 − x3
, x′3 = 0,

odnosno
λx′1 = hx1,
λx′2 = hx2,
λx′3 = 0,
λx′4 = − x3 + hx4.

b) Beskonaqno daleko na ravan z = 0 (tj. x′3 = 0) se preslikavaju
one taqke za koje va�i x′4 = 0. Dakle,

0 = −x3 + hx4 =⇒ x3

x4
= h,

pa se ravan z = h preslikava na beskonaqno daleku pravu ravni z = 0.
To je ravan koja sadr�i centar projekcije O i paralelna je ravni τ.
¤

τ

O

A

A′

1

τ

O

A

A′

-

q

O

A′
A

Zadatak 6.1 Zadatak 6.2

Napomena 6.1 Primetimo da u homogenim koordinatama projekcija iz
prethodnog zadatka, tako�e, ima matriqni zapis λX′ = PX. Tako je i
u opxtem sluqaju. Naravno, kako projekcija nije bijekcija matrica P
je singularna, to jest, va�i det(P) = 0.

Zadatak 6.2 Dokazati da se centralna projekcija prostora RPn iz
centra O na hiperravan τ mo�e predstaviti u matriqnom obliku λX′ =
PX, gde je P do na skalar jedinstvena singularna matrica.
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Rexeǌe: Primetimo da centralna projekcija nije definisana samo u
taqki O. To znaqi da ako se ona mo�e predstaviti u datom obliku, onda
vektor reprezent O taqke O (i samo on) mora pripadati jezgru matrice
P projekcije P (tj. slika tog vektora je nula vektor, pa odgovaraju�e
preslikavaǌe projektivnog prostora nije definisano u taqki O). Sa
druge strane, taqke projektivne hiperravni τ su invarijantne, pa je
matrica P odre�ena uslovima:

Ker (P) = O, P |τ = λ Id. (6.1)

Takva matrica je do na skalar jedinstvena. Doka�imo da je preslika-
vaǌe P odre�eno tom matricom zaista centralna projekcija iz taqke O
na ravan τ . Dovoǉno je pokazati da se za svaku taqku A′ ∈ τ bilo koja
taqka A na pravoj OA′ preslikava u A′. Kako je A = αO + βA′, β 6= 0,
zaista va�i

PA = P(αO + βA′) = βPA′ = βλA′,

to jest, P (A) = A′, xto je i trebalo dokazati. ¤

Napomena 6.2 Kako centralna projekcija ima isti zapis kao i projek-
tivna transformacija ona ima i sliqne osobine. Recimo, centralna
projekcija quva dvorazmeru taqaka (ukoliko ne degenerixe pravu na
kojoj se taqke nalaze, tj. ukoliko ta prava ne sadr�i centar projek-
cije). Dokaz je sliqan onome za projektivne transformacije i mo�e
se na�i u [10].

Zadatak 6.3 Odrediti centar O centralnog projektovaǌa projekti-
vnog prostora na ravan τ : t1x1 + t2x2 + t3x3 + t4x4 = 0, tako da to
projektovaǌe posle prelaska na afine koordinate bude:

a ) kosa projekcija u pravcu vektora v(v1, v2, v3);

b ) normalna projekcija na ravan τ.

Rexeǌe: a) Prave koje spajaju odgovaraju�e taqke seku se u taqki
O. Kod kosog projektovaǌa te prave su paralelne vektoru v, pa je O
beskonaqno daleka taqka O(v1 : v2 : v3 : 0) projektivnog prostora. Iz
uslova O 6∈ τ , sledi v1t1 + v2t2 + v3t3 6= 0.

b) Normalno projektovaǌe je specijalan sluqaj kosog pri kom je
vektor v vektor ravni τ. Kako je u afinim koordinatama jednaqina
ravni τ data sa τ : t1x + t2y + t3z + t4 = 0, ǌen vektor je nτ (t1, t2, t3), pa
na osnovu a) dobijamo O(t1 : t2 : t3 : 0). ¤
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Napomena 6.3 Jasno je da se kosa i normalna projekcija postoje u
svim dimenzijama i da u afinim koordinatama imaju oblik (5.1), pri
qemu va�i det(aij) = 0.

Zadatak 6.4 Odrediti formule centralne projekcije iz taqke O(x0, y0)
afine ravni na pravu y = kx + n.

Rexeǌe: Neka je λX′ = PX zapis projekcije u homogenim koordi-
natama, pri qemu je P = (pij) odgovaraju�a matrica formata (3 × 3).
Kako se osnovu Zadataka 6.2, vektor O(x0, y0, 1) taqke O(x0 : y0 : 1)
slika u nula vektor, dobijamo

p11x0 + p12y0 + p13 = 0,

p21x0 + p22y0 + p23 = 0,

p31x0 + p32y0 + p33 = 0.

Svaka taqka prave y = kx+n, to jest, kx1−x2+nx3 = 0 je invarijantna,
pa za, recimo taqke (1 : k : 0) i (0 : n : 1), dobijamo

p11 + p12k = λ, p12n + p13 = 0,
p21 + p22k = λk, p22n + p23 = λn,
p31 + p32k = 0; p32n + p33 = λ.

Za razne taqke uzet je isti koeficijent λ, jer je restrikcija projek-
cije na pravu identitet (relacija (6.1)). Odatle dobijamo matricu
projekcije:

P =




n− y0 x0 −nx0

−ky0 kx0 + n −ny0

−k 1 kx0 − y0


 .

Napomiǌemo da je zadatak mogao biti rexen i metodama analitiqke
geometrije, sliqno Zadatku 6.1. ¤

Zadatak 6.5 Odrediti formule kompozicije f projekcije iz taqke
O(0,−1) na x–osu afine ravni i translacije za vektor v(3, 0). Xta
je slika trougla qija su temena (1, 0), (0, 1) i (1,−1)?

Uputstvo: U homogenim koordinatama, matrica projekcije je
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P =




1 0 0
0 0 0
0 1 1


 .

Komponujemo li je sa translacijom dobijamo:

Q =




1 0 3
0 0 0
0 1 1


 .

6

x
? -

O

(0, 1)

(1, 0)

(1,−1)

-

y

-

(3, 0)

Zadatak 6.5

S obzirom da se teme (1,−1) projektuje u beskonaqno daleku taqku
x–ose, projekcija trougla je poluprava koja predstavǉa pozitivni deo
ose. Translacijom se ǌen poqetak pomera u taqku (3, 0). ¤

Zadatak 6.6 Odrediti formule kose projekcije afine ravni na pravu
y = x− 1, ako su zraci projektovaǌa paralelni x–osi.

Rexeǌe: Odredimo prvo formule u afinim koordinatama. Neka je
(x′, y′) projekcija taqke (x, y). Jasno je da taqka i ǌena projekcija imaju
istu y-koordinatu, tj. y′ = y. Kako projekcija pripada pravoj va�i
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x′ = y′+ 1 = y + 1 qime su formule projekcije odre�ene. Odgovaraju�a
matrica u homogenim koordinatama je

P =




0 1 1
0 1 0
0 0 0


 .

¤

Zadatak 6.7 Odrediti formule normalne projekcije afine ravni na
x–osu u homogenim i afinim koordinatama.

Zadatak 6.8 Odrediti sliku kruga (x−2)+(y−3) = 1 pri projekcijama
iz prethodna dva zadatka.

Zadatak 6.9 Odrediti formule kompozicije rotacije oko taqke
S(x0, y0) za ugao φ i normalne projekcije na x–osu.

Rexeǌe: Matrica rotacije oko proizvoǉne taqke u ravni data je
u Zadatku 5.16, a tra�ene projekcije u Zadatku 6.7, pa se matrica
tra�enog preslikavaǌa dobija kao proizvod tih dveju:




1 0 0
0 0 0
0 0 1







cos φ − sin φ x0(1− cosφ) + y0 sin φ
sin φ cos φ y0(1− cosφ) + x0 sin φ

0 0 1


 =

=




cos φ − sin φ x0(1− cosφ) + y0 sinφ
0 0 0
0 0 1


 .

¤

Zadatak 6.10 Odrediti formule projekcije iz taqke O(x0, y0, z0)
afinog prostora na ravan Ax + By + Cz + D = 0.

Zadatak 6.11 Odrediti senku sfere (x−3)2 +y2 +z2 = 1 na ravni Oyz,
ako se izvor svetlosti nalazi u taqki M(5, 1, 1).

Zadatak 6.12 Odrediti projekciju tetraedra iz taqke O(−4, 4, 4) na
ravan x− y + 2z + 5 = 0, ako su ǌegova tri temena A(0, 0, 0), B(2, 0, 0) i
C(1,

√
3, 0), dok je tre�a koordinata qetvrtog temena pozitivna.
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Zadatak 6.13 Kosa projekcija prostora R3 na ravan Oxy odre�ena je

projekcijom M1(−1
2
,−1

3
, 0) taqke M(0, 0, 1). Odrediti formule ove pro-

jekcije i projekciju elipse y2 + 2z2 = 1, x = 0.

Uputstvo: Zraci projektovaǌa su paralelni pravoj koja sadr�i taqke
M1 i M . Poznatim postupkom dobijamo matricu projekcije u ho-
mogenim koordinatama

P =




1 0 −1
2

0

0 1 −1
3

0

0 0 0 0
0 0 0 1




,

to jest, afini oblik preslikavaǌa je

x′ = x − 1
2
z,

y′ = y − 1
3
z,

z′ = 0.

Daǉe, dobijamo projekciju elipse: (y′ − 2
3
x′)2 + 8x′2 = 1, z′ = 0. ¤

Zadatak 6.14 Odrediti formule kompozicije rotacije oko proizvoǉne
prave a za ugao α i projekcije du� z–ose na ravan Oxy.

Uputstvo: Rotacija oko prave a data je u Zadatku 5.23, dok, analogno
kao u Zadatku 6.7, dobijamo da je tra�ena projekcija reprezentovana
sa P = diag(1, 1, 0, 1). Matrica kompozicije jednaka je proizvodu ma-
trice rotacije i matrice projekcije. ¤

Napomena 6.4 Kompozicije ravanskih i prostornih transformacija,
razmatranih u Glavi 5, sa projekcijama realizuju se na sliqan naqin
kao u Zadacima 6.9 i 6.14.





Glava 7

Kvaternioni

7.1 Ukratko o kvaternionima
Mada su na odre�en naqin za ǌih znali jox i Ojler i Gaus,

otkri�e kvateriniona se pripisuje Hamiltonu (XIX vek) koji ih je,
nakon xto ih je otkrio, prouqavao jox 17 godina. A pronaxao ih je
tako xto je tra�io algebru koja bi opisivala izometrije prostora
kao xto kompleksni brojevi opisuju izometrije ravni (rotacije).

Notacija koju ovde koristimo prilago�ena je upotrebi u kompjuter-
skoj grafici i preuzeta iz rada [16].

Definicija 7.1 Kvaternioni su brojevi oblika

H = {xi + yj + zk + w | x, y, z, w ∈ R},

gde su i, j i k vezani me�u sobom i sa jedinicom slede�om tablicom
mno�eǌa

· 1 i j k
1 1 i j k
i i −1 k −j
j j −k −1 i
k k j −i −1
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Element kojim se mno�i sleva nalazi se u koloni, a element kojim se
mno�i sdesna u vrsti. Znak operacije · se obiqno izostavǉa.

Kvaternioni su asocijativna algebra (vektorski prostor sa ope-
racijom mno�eǌa) nad R sa jedinicom. Primetimo da kvaternioni
nisu komutativna algebra. Standardna baza vektorskog prostora H
je (i, j, k, 1). Qesto identifikujemo prostore H ∼= R4 relacijom

xi + yj + zk + w ∼= (x, y, z, w).

Realni i imaginarni deo kvaterniona q su redom

<(q) = w, =(q) = xi + yj + zk = v.

Potprostor =H ∼= R3 generisan sa i, j i k nazivamo prostorom ima-
ginarnih kvaterniona. Identifikaciju H = =H⊕R = R3 ⊕R obiqno
zapisujemo

q = xi + yj + zk + w = [(x, y, z), w] = [v, w].

Konjugovani kvaternion kvaterniona q, definixemo sa

q̄ = −xi− yj − zk + w.

Pods�amo da se na prostoru H ∼= R4 skalarni proizvod vektora, to
jest, kvaterniona q = (x, y, z, w) i q1 = (x1, y1, z1, w1) definixe relacijom

〈q, q1〉 = xx1 + yy1 + zz1 + ww1,

odakle je
|q| =

√
x2 + y2 + z2 + w2.

Tako�e, na prostoru =H ∼= R3 je definisan standardni vektorski
proizvod (koji oznaqavamo sa ×).

Zadatak 7.1 Realni brojevi i samo oni komutiraju sa svim kvater-
nionima.

Zadatak 7.2 (Osobine sabiraǌa i mno�eǌa)

a ) q + q1 = [v, w] + [v1, w1] = [v + v1, w + w1];

b ) qq1 = [v, w][v1, w1] = [v × v1 + wv1 + w1v, ww1 − 〈v,v1〉];
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v ) qq1 = [v, 0][v1, 0] = [v × v1,−〈v,v1〉], q, q1 ∈ =H.

Zadatak 7.3 (Osobine skalarnog proizvoda i konjugovaǌa)

a ) qq1 = q̄1q̄, q + q1 = q̄ + q̄1, ¯̄q = q;

b ) 〈q, q1〉 = <(q̄q1), <q =
q + q̄

2
, =q =

q − q̄

2
;

v ) |qq1| = |q||q1|;

g ) q−1 =
q̄

|q|2 , (qq1)−1 = q−1
1 q−1.

7.2 Kvaternioni i izometrije prostora R3

Homogene koordinate taqke trodimenzionog prostora identifiku-
jemo sa kvaternionom na slede�i naqin

(x : y : z : w) ↔ [(x, y, z), w] = [v, w].

Definicija 7.2 Ma koji kvaternion q razliqit od nule, odre�uje
konjugaciju Cq : H→ H formulom

Cq(p) = qpq−1.

Zadatak 7.4 Neka je q kvaternion razliqit od nule i neka je p ∈ R3

taqka reprezentovana kao kvaternion svojim homogenim koordinatama
p = (x : y : z : w) = [v, w]. Dokazati:

a ) konjugacije Cq i Ch, q, h ∈ H su ista preslikavaǌa ako i samo
ako va�i h = λq, λ ∈ R;
b ) konjugacija Cq je izometrija prostora R3 ∼= =H;
v ) ako va�i q = [v sinα, cosα] i |v| = 1, preslikavaǌe Cq je
rotacija za ugao 2α oko vektora v u pozitivnom smeru.

Rexeǌe: a) Neka va�i Cq = Ch, to jest, neka je qpq−1 = hph−1 za svako
p ∈ H. Ovo je ekvivalentno relaciji (h−1q)p = p(h−1q), to jest, tome
da kvaternion h−1q komutira sa svakim kvaternionom p. Na osnovu
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Zadataka 7.1, prethodno va�i ako i samo ako va�i h−1q = λ ∈ R,
odnosno q = λh, λ ∈ R.

b) Na osnovu tvr�eǌa a), za konjugaciju Cq mo�emo pretpostaviti
da je ispuǌeno |q| = 1, to jest, q−1 = q̄. Za ma koji kvaternion p va�i

|Cq(p)| = |qpq̄| = |q||p||q̄| = |p|,
pa je konjugacija izometrija prostora H. Koriste�i Zadatak 7.3 b),
imamo

2<(Cq(p)) = Cq(p) + Cq(p) = qpq̄ + qp̄q̄ = q(p + p̄)q̄ = p + p̄ = 2<p.

Dakle, va�i <(Cq(p)) = <p, pa konjugacija quva realan deo kvater-
niona. Konaqno dobijamo

|=p|2 + |<p|2 = |p|2 = |Cq(p)|2 = |=(Cq(p))|2 + |<(Cq(p))|2,
odakle je |=Cq(p)| = |=p|. Zakǉuqujemo da je konjugacija izometrija na
R3 ∼= =H, xto je i trebalo dokazati.

v) Primetimo da va�i |q| = 1, pa je stoga q̄ = −v sin α + cos α.
Doka�imo da je vektor v invarijantan pri preslikavaǌu Cq (kori-
stimo da za imaginarne kvaternione va�i qq1 = q × q1 − 〈q, q1〉 ):

Cq(v) = (v sin α + cos α)v(−v sin α + cos α) =
= (− sin α + v cos α)(−v sin α + cos α) = v(sin2 α + cos2 α) = v.

Neka je x jediniqni vektor normalan na vektor v, to jest, takav da
va�i vx = v×x. Koriste�i formulu za dvostruki vektorski proizvod

(x× y)× z = 〈x, z〉y − 〈y, z〉x,

dobijamo:

Cq(x) = (v sin α + cosα)x(−v sin α + cos α) =
= (v × x sinα + x cos α)(−v sin α + cos α) =
= −(v × x)× v sin2 α + x cos2 α + 2(v × x) sin α cosα =
= x cos 2α + (v × x) sin 2α.

Kako je (x,v × x,v) ortonormirana baza pozitivne orijentacije, iz
prethodne formule zakǉuqujemo da je Cq rotacija oko vektora v za
ugao za 2α u pozitivnom smeru. ¤
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Zadatak 7.5 Neka je q = xi+yj+zk+w jediniqni kvaternion. Odrediti
matricu [Cq] konjugacije kvaternionom q u kanonskoj bazi prostora
H ∼= R4.

Rexeǌe: Oznaqimo sa Rq desno, a sa Lq levo mno�eǌe kvaternionom
q, to jest,

Rq(p) = pq, Lq(p) = qp,

za ma koje p ∈ H. Preslikavaǌa Rq, Lq : H→ H su linearna. Va�i

Cq(p) = qpq̄ = Lq(Rq̄(p)) = Rq̄(Lq(p)),

pa je dovoǉno odrediti matriqni zapis preslikavaǌa Rq̄ i Lq i ma-
trica koja predstavǉa Cq �e biti proizvod tih dveju matrica. Prime-
timo da je komutiraǌe levog i desnog mno�eǌa Lq ◦ Rh = Rh ◦ Lq po-
sledica asocijativnosti kvaternionskog mno�eǌa. Kako je

Lq(1) = q = xi + yj + zk + w, Lq(i) = qi = wi + zj − yk − x,

Lq(j) = qj = −zi + wj + xk − y, Lq(k) = qk = yi− xj + wk − z,

to je matrica levog mno�eǌa kvaternionom q reprezentovana sa

[Lq] =




w −z y x
z w −x y

−y x w z
−x −y −z w


 .

Na sliqan naqin dobijamo matricu desnog mno�eǌa kvaternionom q̄:

[Rq̄] =




w −z y −x
z w −x −y

−y x w −z
x y z w


 .

Matricu [Cq] = [Lq][Rq̄] konjugacije Cq dobijamo mno�eǌem odgovara-
ju�ih matrica [Lq] i [Rq̄] (zbog komutativnosti redosled mno�eǌa je
nebitan):

[Cq] =




1− 2(y2 + z2) 2(xy − wz) 2(xz + yw) 0
2(xy + zw) 1− 2(x2 + z2) 2(yz − xw) 0
2(xz − yw) 2(yz + xw) 1− 2(x2 + y2) 0

0 0 0 1


 , (7.1)
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pri qemu smo koristili uslov 1 = |q|2 = x2 + y2 + z2 + w2. ¤

Zadatak 7.6 a) Svaka orijentabilna izometrija prostora R3 se mo�e
predstaviti kao konjugacija Cq nekim jedniqnim kvaternionom.

b) SO(3) ∼= RP 3.

Rexeǌe: a) Poxto je, na osnovu Zadatka 5.19, svaka orijentabilna
izometrija rotacija oko neke ose tvr�eǌe je ve� dokazano u Zadatku
7.4 v).

b) Kako su konjugacije Cq i Ch, q, h ∈ H ∼= R4, ista preslikavaǌa
ako i samo ako va�i h = λq, λ ∈ R, skup svih konjugacija mo�emo iden-
tifikovati sa prostorom RP 3. Na osnovu tvr�eǌa a) je jasno da va�i
SO(3) ⊂ RP 3. Obratno, neka je Cq ∈ RP 3 konjugacija kvaternionom
q za koji mo�emo pretpostaviti da je jediniqni. Zato je q oblika
q = [v, w] i kako je |v|2 + |w|2 = 1, on je i oblika q = [v sin α, cos α], za
neki jediniqni vektor v i α ∈ R. Zato je konjugacija ma kojim kvater-
nionom rotacija (Zadatak 7.4 (v)), pa va�i i RP 3 ⊂ SO(3). Dakle, va�i
SO(3) = RP 3, pri qemu smo sa RP 3 oznaqili skup svih konjugacija. ¤

Zadatak 7.7 Odrediti matricu rotacije oko ose qiji je jediniqni
vektor v = (a1, a2, a3) za ugao α u pozitivnom smeru.

Rexeǌe: U Zadatku 7.4 v) pokazano je da se tra�ena rotacija rea-
lizuje kao konjugacija Cq kvaternionom

q = [v sin
α

2
, cos

α

2
] = sin

α

2
(a1i + a2j + a3k) + cos

α

2
.

Da bi dobili odgovaraju�u matricu, dovoǉno je da u matrici (7.1)
zamenimo x = a1 sin

α

2
, y = a2 sin

α

2
, z = a3 sin

α

2
, w = cos

α

2
. (Uporediti

dobijenu matricu sa matricom iz Zadatka 5.23). ¤

Napomena 7.1 Iz Zadatka 7.6 je jasno da konjugacije Cq i C−q, |q| = 1,
predstavǉaju istu izometriju, to jest, daju istu matricu. Obratno
tvr�eǌe je dato u slede�em zadatku.

Zadatak 7.8 Na osnovu matrice A date izometrije, odrediti jediniqni
kvaternion q takav da va�i [Cq] = A.
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