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Nasao sam u geometriji izvesne nesavrSenosti, koje drzim za razlog Sto
ova nauka, ukoliko nije analiza, da sada nije mogla uéiniti ni koraka napred
iz onog stanja u kom nam ju je Euklid ostavio. U ta nesavrSenstva ra¢unam
nejasnost prvih pojmova o geometriskim koli¢inama, nac¢in na koji se zamislja
merenje njihovo, i naposletku vaznu prazninu u teoriji paralelnih, koji nisu
bili u stanju do sada da ispune napori matemati¢ara. Pokusaji Lezandrovi
nisu ni¢ega dodali ovoj teoriji, posto je on bio primoran, da ostavi jedan strogi
put, da skrene jednim sporednim putem i da pribegne pomoénim stavovima,
¢iju nuznu aksiomati¢nost bezrazlozno hoée da utvrdi.

Prvi moj pokuSaj o osnovama geometrije objavio sam u ,Kazanskom
Vesniku" za 1829 god. U nadi da sam odgovorio svim zahtevima, zanimao
sam se dalje izradom te nauke u celini, i objavio sam moj rad u pojedinim
deovima u ,,Ucenim zapiscima kazanskog Univerziteta” za god 1836, 1837,
1838 pod naslovom ,,Novi osnovi geometrije sa potpunom teorijom paralel-
nih”. Mozda obim ovog poslednjeg rada smeta mojim zemljacima da se
bave jednim takvim predmetom koji je izgubio svoj interes posle Lezandra.
Ali drzim, da ta teorija paralelnih nije smela izgubiti paznju geometara, i
stoga sam nameran da ovde izlozim ono §to je bitno u mojim istrazivan-
jima, primeéujuéi unapred, da nasuprot misljenju Lezandrovom sve ostale
nesavrienosti, na pr. definicija prave linije, ovde nemaju mesta, i bez ikakvog
su uticaja na teoriju paralelnih.

Da ne bih zamarao ¢itaoce mnozinom takvih stavova, ¢iji dokazi ne pric¢in-
javaju nikakve teskoée, ja ¢u ovde unapred izloziti samo one, Cije je znanje
potrbno za ono $ta sleduje.

1. Prava linija poklapa se sama sa sobom u svima poloZajima. Pod ovim
podrazumevam, da prava linija pri obrtanju povrsine ne menja svoje
mesto, ako prolazi kroz dve nepokretne tacke u povrsini.

2. Dve prave linije mogu se se¢i u dvema tackama.

3. Kad se prava linija dovoljno produzi u oba pravca, ona mora preéi
svaku granicu, i deli, prema tome, jednu ograni¢enu ravan na dva dela.

4. Dve prave linije, koje su upravne na istoj tre¢oj, ne seku se, pa makoliko
se produZzile.

5. Jedna prava linija uvek see drugu, ako s jedne strane njene prelazi na
drugu.

6. Unakrsni uglovi, kod kojih su strane jednoga produZenja strana dru-
goga, jednaki su. Ovo vazi kako za ravne pravoliniske uglove, tako i za
ravne povrsinske uglove.

7. Dve prave linije ne mogu se seci, ako ih treca preseca pod istim uglovima.
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U pravoliniskom trouglu leze naspram jednakih uglova jednake strane
i obratno.

U pravoliniskom touglu lezi prema veéoj strani i veéi ugao. U pravou-
glom trouglu hipotenuza je veca od svake katete i uglovi, koji leze na
njoj, oStri su.

Pravoliniski trougli su kongruentni, ako imaju jednake jednu stranu i
dva ugla, ili dve strane i zahvaéeni ugao, ili dve strane i ugao prema
najvecoj strani ili ako su sve tri strane jednake.

Ako je jedna prava linija upravna na drugim dvema koje nisu s njom
u istoj ravni, onda je ona upravna na svima pravim linijama, koje se
mogu povuéi kroz zajednicku tacku preseka u ravni drugih dveju.

Presek kugle i ravni je krug.

Prava linija, koja je upravna na preseku dveju upravnih ravni a lezi u
jednoj od njih, upravna je na drugoj ravni.

U sfernom trouglu leze naspram jednakih strana jednaki uglovi i obr-
nuto.

Sferni trouglovi su kongruentni, ako imaju jednake dve strane i njima
zahvaceni ugao, ili jednu stranu i uglove na njoj.

Odavde ostali stavovi sleduju sa njihovim objagnjenjima i dokazima.

Sve prave linije, koje polaze u jednoj ravni iz jedne tacke, mogu se u
odnosu na jednu datu pravu liniju u istoj ravni podeliti u dve klase, i
to u linije koje se seku i linije koje se ne seku. Granicna linija izmedu
jedne i druge klase tih linija naziva se paralelnom datoj liniji.

Neka je iz tacke A(fig. 1) na liniju BC spu$tena upravna AD, na koju je
opet povudena upravna AFE. U pravom uglu FAD ili ¢e se sve prave linije,
koje polaze iz tacke A, seci sa linijom DC, kao, na pr., AF.ili se neke od
njih sliéno upravnoj AFE, neée seéi sa linijom DC. U neizvesnosti, da li je
upravna AF jedina linija, koja se ne sefe sa C D, mi ¢emo pretpostaviti, da
je moguéno da ima jo§ drugih linija, na pr. AG, koje se ne seku sa DC', ma
koliko bile produzene. Pri prelazu od linija AF, koje se seku, ka linijama
AG, koje se ne seku, moramo naié¢i na jednu liniju AH, koja je paralelna sa
DC, na jednu grani¢nu liniju, na ¢ijoj se jednoj strani nijedna od linija AG
ne sefe sa DC', dok se na drugoj strani svaka prava linija AF sece sa linijom

DC.
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Ugao HAD izmedu paralelne HA i upravne AD naziva se paralelnim uglom
(ugao paralelizma) i njega ¢emo ovde obelezavati II(p) za AD = p. Ako je
II(p) prav ugao, onda ¢e produzenje AE’ upravne AF biti takode paralelno
produZenju DB linije DC. Uz to ¢emo jo$ primetiti, da u odnosu na Zetiri
prava ugla, koja u tacki A ¢ine upravne AE i AD i njihova produZenja AFE’
i AD’, svaka prava linija, koja polazi iz tacke A, ili sama, ili bar u svome
produZenju, lezi u jednome od dva prava ugla, 8to se nalaze naspram BC,
tako da osim paralelne EE’ sve ostale, ako se s obe strane dovoljno produze,
moraju sedi liniju BC.

Ako je II(p) < %7‘( onda ¢e na drugoj strani upravne AD a pod istim
uglom DAK = II(p) lezati jo§ jedna linija AK paralelna sa produZenjem
DB linije DC, tako da kod ove pretpostavke moramo razlikovati jo§ stranu
paralelizma. Sve ostale linije ili njihova produZenja, u okviru dva prava
ugla §to leze nagspram BC, spadaju u linije koje se seku, ako u okviru ugla
HAK = 2II(p) leZe izmedu paralelnih; naprotiv one spadaju u linije AG
koje se ne seku, ako se nalaze na drugoj strani paralelnih AH i AK u otvoru
uglova EAH = im —(p), E'AK = }r —1I(p) izmedu paralelnih i upravne
EE' na AD. Na drugoj strani upravne EE’ bi¢e na sli¢an nacin produZenja
AH' i AK' takode paralelna sa BC'| ostale linije spadaju u uglu K'AH’ u
linije koje se seku, a u uglovima K'AE, H'AE u linije koje se ne seku.

Prema tome pri pretpostavci II(p) = %7? linije mogu samo ili linije koje
se seku ili paralelne; ako se pak pretpostavi da je II(p) < %77 onda se moraju
dopustiti dve paralelne, jedna na jednoj druga na drugoj strani; osim toga
moraju se ostale linije razlikovati u linije koje se ne seku i u linije koje se
seku. U obema pretpostavkama oznaka paralelizma je u tome, §to linija pri
najmanjem odstupanju na onoj strani, na kojoj se nalazi paralelna, postaje
linijom koja se seCe, tako da, ako ja AH paralelno sa DC svaka linija AF
seCe DC' ma kako mali bio ugao HAF'.



17. Prava lingja zadrZava oznaku paralelizma u svim svoyim tackama.

Neka je AB paralelna sa C'D, na kojoj ja AC upravna. Mi ¢emo posma-
trati dve tacke, koje su uzete proizvoljno na liniji AB i njenom produZzenju
na drugoj strani upravne. Neka tacka E leZi na onoj strani uprane, na kojoj
se smatra da je AB paralelno sa CD. Neka se iz tacke E spusti upravna FK
na CD, zatim neka se povuce EFF tak da pada u okvir ugla BEK. Neka se
tacke A i F spoje jednom pravom linijom, ¢ije prouzenje mora seé¢i C'D po
drugi put (stav 2.), to ce ona morati se¢i C'D negde u H (stav 3.).
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Fig. 2

Neka je sada E’ tacka na produZenju linije AB i E'K' upravna na pro-
duZenju linije C'D, neka se povude linija E'F’ pod tako malim uglom AE'F’
da sete AC negde u F’, zatim, neka se pod istim ugom sa AB povuce iz
A jos linija AF, cije ¢e produzenje se¢i CD u G (16. stav). Na taj nafin
dobija se trougao ACG u koji ulazi poduZenje linije E'F’; posto ova linija
ne sece po drugi put AE, ali ne moZe se¢i ni AG jer je ugao BAG = BE'G’
(7. stav), to ¢e ona morati se¢i C'D negde u G'. Ma od kojih tacaka, dakle,
polazile linije EF i E'F’ i ma kako malo odstupale od linije AB, one ¢e ipak
se¢i CD, sa kojom je AB paralelna.

18. Dwe su linije uvek uzajamno paralelne.

Neka je AG upravna na CD (fig. 3), sa kojom je AB paralelna, neka
se iz C povule linija CE pod ma kakvim o8trim uglom ECD sa CD, i
neka se iz A spusti upravna AF na C'E, pa ¢e se dobiti pravougli trougao
ACF, u kome je hipotenuza AC veca od katete AF (9-ti stav). Nacinimo
AF = AG, pa ¢e linije AB i F'E doé¢i u polozaj linija AK i GH, tako da je
ugao BAK = FAC, prema tome mora AK sedi liniju DC negde u K (16-ti
stav), ¢im postaje trougao AKC, u kome se upravna G H sece sa linijjom AK
u L (3-¢i stav) i time odreduje daljinu AL tacke preseka linija AB i CE na
liniji AB od tacke A.



Fig. 3

Odavde sleduje, da ¢e CE uvek seéi AB, ma kako mali bio ugao ECD,
prema tome je C'D paralelno sa AB (16-ti stav).

19. U pravolinigskom trouglu suma njegova tri ugla ne moZe biti veéa od
dva prava.

Pretpostavimo da je u trouglu ABC' (fig. 4) suma njegova tri ugla 7 +
«, izaberimo u slu¢aju nejednakosti strana najmanju BC, prepolovimo je
u D, povucimo iz A kroz D liniju AD, i na¢inimo produzenje njeno DE
jednakim sa AD, zatim sopojimo tacku F pravom linijom EC sa tatkom C.
U kongruentnim je trouglima ADB i CDFE ugao ABD = DCFE i BAD =
DEC (6-tii 10-ti stav);

Fig. 4

odavde sleduje, da i u trouglu ACE suma njegova tri ugla mora biti jednaka
T+, osim toga najmanji ugao BAC (9-ti stav) trougla ABC presao je u novi
trougao ACFE, pri ¢emu je razlomljen u dva dela FAC i AEC. ProduZzujudéi
na ovaj nacin, time §to éemo uvek prepolovljavati stranu koja lezi naspram
najmanjeg ugla, na posletku moramo doé¢i do jednog trougla, u kome je zbir
njegova tri ugla m + «, ali u kome se nalaze dva ugla, od kojih je svaki po
svojoj apsolutnoj veli¢ini manji od %a; posto pak treéi ugao ne moze biti
ve¢i od 7, to a mora biti ili nula ili negativno.

20. Ako je ma u kome pravoliniskom trouglu suma njegova tri ugla jednaoka
dva prava, onda je to slucaj i u svakom drugom truglu.

Neka je u pravoliniskom trouglu ABC' (fig. 5) suma njegova tri ugla = ,
tada moraju bar dva njegova ugla A i C biti ostri.



Fig. 5

Spustimo li iz temena tre¢eg ugla B na suprotnu stranu upravnu p, ta ce
upravna rastaviti trougao ABC u dva pravougla, u kojima ée suma tri morati
takode iznositi 7, da nebi u jednome od njih bila veéa od 7 a u drugom manja
od 7. Na taj nacin dobija se jedan pravougli trougao, ¢ije su katete pi ¢, a
odatle jedan Cetvorougao, ¢ije su suprotne strane jednake a strane p i g, koje
su jedna pored druge, upravne (fig. 6).
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Fig. 6

Ponavljanjem ovoga Cetvorougla moze se sastaviti slican ¢etvorougao sa stranama
np i q, 1 naposletku &etvorougao ABCD sa stranama, koje su upavne jedna

na drugoj, tako da je AB = np, AD = mgq, DC = np, BC' = mgq, gde su m i

n proizvoljni celi brojevi. Takav Cetvorougao podeljen je dijegonalom BD u
dva kongruentna pravougla trougla BAD i BC D, u kojima je suma njihova

tri ugla = 7. Brojevi n i m mogu se uzeti tako veliki, da pravougli trougao
ABC (fig. 7), ¢ije su katete AB = np, BC' = mgq, sadrzi u sebi jedan drugi
dati trougao BDE, ¢im se pravi uglovi poklope.



Fig. 7

Ako se povuce linija DC, dobiée se uz to pravougli trougli, od kojih sve
po dva §to sleduju jedan za drugim imju jednu zajednicku stranu. Trougao
ABC postaje spajanjem trouglova ACD i DCB, u kojima suma tri ugla ne
moze biti veéa od m; ona prema tome mora bit jednaka 7, da bi ova suma
mogla u slozenom trouglu iznositi 7. Na isti nacin sastoji se trougao DBC
iz trouglova DCE i DBE, prema tome mora u DBE suma njegova tri ugla
iznosit 7, i to mora uopste biti sluc¢aj u svakom trouglu, posto se svaki da
rastaviti u dva pravougla trougla.

Odavde sleduje, da su dopustene samo dve pretpostavke: ili je suma tri
ugla u svim pravolinskim trouglima jednaka m, ili je ova suma u svima manja
od .

21. Iz jedne date tacke moze se uvek povuéi jedna pava linija tako, da ona
sa datom pravom zaklapa neodredeno mali ugao.

Neka se iz date tatke A (fig. 8) spusti upravna AB na datu pravu BC,
neka se uzme na BC prizvoljna tacka D, povuce linija AD, naéini DE = AD
i povuce AE. Ako je u pravouglom trouglu ABD ugao ADB = «, onda mora
u ravnokrakom trouglu ADE ugao AED bit ili jednak ili manji od %a (stav
8,20).

Fig. 8



Produzujuéi na taj nacin doé¢ic¢e se naposletku do jednog takvog ugla AEB,
koji je manji nego ma koji dati.

22. Ako su dve upravne na istoj pravoj liniji medu sobom paralelne, onda
je suma triju uglova u pravoliniskim trouglima jdnaka m

Neka su linije AB 1 CD (fig. 9) paralelne medu sobom i upravne na AC.
Povucimo iz A linije AE i AF prema tackama E i F', koje su uzete na liniji
CD u prizvoljnim odstojanjima F'C' > EC od tactke C.

A

B

Fig. 9

Ako pretpostavimo, da je u pravouglome trouglu ACE suma njegova tri ugla
jednaka m — «, u trouglu AEF jdnaka m — (3, onda ¢ée ona u trouglu ACF
morati biti jednaka m —a — 3, gde a i § ne mogu biti negativni. Ako je dakle
ugao BAF = a, AFC = b, onda je a + 8 = a — b; ako ucinimo da se linija
AF udaljava sve vige od upravne AC, moZe se ugao a izmedu AF i paralelne
AB uéiniti proizvoljno malim, tako isto da se ugao b smanjiti, prema tome,
uglovi a1 # ne mogu imati drugu veli¢inu do a =01 8 = 0.

Prema tome, ili je u svim pravoliniskim trouglima suma njihova tri ugla
7 1 u isto doba paralelan ugao II(p) = %77 za svaku liniju p, ili je ova suma
za sve trougle < m pa prema tome i II(p) < %77.

Prva pretpostavka sluzi za podlogu obicne geometrije i ravne geometrije.
Druga se pretpostavka moze takode dopustiti a da se ne dode u rezultatima
ni do kakve protivre¢nosti, i ¢ini osnov jedne nove geometriske doktrine, koju
sam nazvao ,imaginarnom geomelrijom", i koju nameravam ovde da izlozim
do izvodenja jednaéina, koje postoje izmedu strana i uglova kod pravoliniskih
i sfernih touglova.

23. Za svaki dati ugao o moze se naci jedna linija p, tako da je Il(p) = a.

Neka su AB i AC (fig. 10) dve prave linije, koje u tacki preseka A
sklapaju osta ugao a; uzimamo na AB proizvoljno tacku B’, iz ove spustimo
upravnu B’A’ na AC,
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Fig. 10

nacinimo A’A” = AA’, podignimo u A” upravnu A”B” i produZim tako dok
ne dodemo do jedne upravne CD, koja se vise ne sefe sa AB. Ovo mora
nuznim nacinom jednom biti, jer ako je u trouglu AA’B’ suma sva tri ugla
jednaka m — «, onda ¢e ona u trouglu AB’A” biti jednaka ™ — 2a, u trouglu
AA”B" manja od ™ —2a, u trouglu AA”B” manja od m— 2« (2. stav), i tako
dalje, dok naposeltku ne postane negativnom i time ne pokaze nemoguénost
obrazovanja trougla. Upravna CD moze biti identi¢na sa upravnom, od koje
pocev sve linije blize tacki A seku AB; u svakom slu¢aju mora egzistirati
jedna takva upravna pri prelazu od linija koje seku linijama koje ne seku.
Povucmo sada iz tacke F' liniju F'H, koja sa F'G zaklapa ostri ugao HFG, i
to na onoj strani na kojoj se nalazi tacka A. Iz ma koje tacke H linije FH
spustimo na AC upravnu H K, ¢ije ¢e produZenje, prema tome, morati seci
AB negde u B, i na taj nacin postace trougao AK B, u koji ulazi produzenje
linije F'H, koji stoga mora se¢i hipotenuzu AB negde u M. Posto je ugao
GF H proizvoljan i moze se u¢initi proizvoljno malim, tp je F'G paralelno sa
AB i AF =p (16-ti i 18-ti stav).

Lako se uvida, da sa smanjivanjem linije p raste ugao o i dasezap =20
priblizuje vrednosti %77; sa ras¢enjem linije p smanuje se ugao « i priblizuje se
sve viSe 0 za p = co. Pogto je sasvim svejedno, koji ¢e se ugao podrazumevati
pod znakom II(p), ako se linija p izrazi sa negativnim brojem, to ¢emo uzeti
da je

H(p) +U(p) =7

jednacina, koja treba da vazi za sve vrednosti od p, kako pozitivne tako i
negativne i za p = 0.

24. sto se paralelne lingje vise produzuju na strani njthovog paralelizma, tim
se wise pribliZavaju jedna drugoj.

Neka su na liniji AB (fig. 11) podignute dve upravne AC = BD i njihove
krajnje tatke C'i D spojene jednom pravom linijom;
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Fig. 11

tada ée Cetvorougao CABD u A i B imati dva prava, u C'i D pak dva oStra
ugla (22. stav), koji su medusobno jednaki, o ¢emu se lako mozemo uveriti
ako Cetvorougao polozimo tako na samog sebe, da linija BD padne na AC
a linija AC na BD. Prepolovimo AB i podignimo u tac¢ki polovljenja E
upravnu E'F na AB, koja mora u isto doba biti upravna i na CD, posto su
Getvorougli CAEF i FEBD poklapaju kada se tako poloze jedan na drugi,
da linija EF ostane u itom polozaju. Prema tome, linija C'D ne moze biti
paralelna sa AB, ve¢ ¢e paralelna sa ovom poslednjom za tatku C', naime
linija CG, skrenuti na onu stranu na kojoj je AB (16. stav) i otseéi od
upravne BD deo BG < CA. Posto je tacka C proizvoljna u liniji CG, to
iz toga sleduje, da se linija CG, §to viSe produzuje, tim vige priblizuje liniji
AB.
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25. Dwe prave linije, koje su paralelne sa trecom, paralelne su 1 medu sobom.

Najpre ¢emo uzeti, da tri linije AB, CD, EF (fig.12) leze u jednoj ravni.
Ako su dve od njih, po redu AB i C'D, paralelne sa krajnjom EF', onda su
i AB i CD paralelne medu sobom. Da bi ovo dokazali, spustimo iz ma koje
tacke A krajnje linije AB na drugu liniju EF upravnu AE, koja ¢e srednju
liniju C'D sec¢i negde u tacki C' (3-¢i stav) pod uglom DCE < 7 na strani
linije E'F paralelne sa linijom C'D (22-ti stav). Upravna AG spu$tena iz iste
tatke A na C'D mora se nalaziti u otvoru ostrog ugla ACG (9-ti stav), a
svaka druga linija AH povucena iz A u okviru ugla BAC mora seéi liniju
EF paralelnu sa AB negde u H, ma kako mali bio ugao BAH, prema tome
¢ée CD u trouglu AEH seéi liniju AH negde u K, po$to je nemoguéno da
se see sa FF. Ako bi AH polazilo iz tacke A u okviru ugla C'AG, ona
bi morala se¢i produZenje linije C'D izmedu tataka C' i G u trouglu CAG.
Odavde slduje, da su AB i CD paralelne (16. i 18. stav).

B D F
M
H
K
e Je
A 7 E
Fig. 12

Ako se uzme, da su obe krajnje linije AB i E'F paralelne srednjoj CD,
onda ¢e svaka linija AK povucena iz tacke A u okviru ugla BAFE seéi liniju
CD nege u tacki K, makako mali bio ugao BAK. Uzmio na prduzenju od
AK ma koju tacku L i spojimo je linijom CL sa tatkom C, koja mora seci
EF negde u M, ¢ime postaje trougao M CE. Produzenje linije AL u okviru
trougla M C'E ne moze seé¢i ni AC ni CM po drugi put, prema tome su AB
i EF uzajamno paralelne.

Neka sada paralelne AB i1 CD (fig. 13) leZe u dve ravni, ciji je presek linija
EF. Spustimo iz makoje tacke E na ovoj poslednjoj upravnu E'A na jednu
od paralelnih, na pr. na AB, zatim spustimo iz A, podnozje tacke upravne
E A, jdnu novu upravnu AC na drugu paralelnu C'D i spojimo krajnje tacke
FE i C tih upravnih linijom EC.
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Fig. 13

Ugao BAC mora biti oStar (22-gi stav), prema tome pasc¢e upravna CG,
spustena iz C na AB, u tacku G na onu stranu od C'A, na kojoj se smatra
da su linije AB i C'D paralelne. Svaka linija FH, ma kako odstupala od E'F,
pripada sa linijom EC jednoj ravni, koja ravan paralelnih AB i C'D mora
seéi duz neke linije . Ova poslednja linija sec¢e negde AB i to u istoj tacki H,
zajednickoj svim trima ravnima, kroz koju nuZnim nac¢inom prolazi i linija
FEH: prema tome je E'F paralelno sa AB. Na sli¢an nacin da se dokazati i
paralelizam linija EF i C'D.

Prema tome, pretpostavka, da je linija EF' paralelna sa jednom od druge
dve AB i CD, koje su medu sobom paralelne, ne znaci nista drugo do to,
da se E'F ima smatrati kao presek onih ravni, u kojima leze dve paralelne
AB,CD. Prema tome, dve su linije paralelne medu sobom kad su paralelne
sa tre¢om i onda kad leze u razli¢itim ravnima. Poslednji stav moze se i ovako
izraziti: tri se ravni seku u linijama, koje su sve medusobom paralelne,éim
se petpostavi paralelizam dveju od ovih.

26. Trougl, koji na povrsini kugle leZe naspram drugog, jednaki su po
POVTSINI.

Pod suprotnim trouglima ovde podrazumevamo trougle, koje slaaju preseci
kugline povrgine sa tri ravni na obe strane sredista; stoga u takvim trouglima
strane i uglovi imaju suprotan pravac.

U suprotnom su trouglovi ABC' i A'B'C’ (fig. 14), (gde se jedan od njih
ima da smatra da je predstavljen u obrnutom polozaju), strane AB = A'B’,
BC = B'C',CA = C'A’, tako isto jednaki su i odgovarajuci uglovi u tackama
A, B, C uglovima u drugome trouglu u tackama A’, B’, C'.Zamislimo jednu
ravan poloZenu kroz tacke A, B, C' i upravnu spuStenu na nju iz sredista
kugle, ¢ija ¢e produzenja na obe strane seci suprotne trougle u tackama D i
D’ kugline povrsine.

12
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Fig. 14

Otstojanje tacke D od tacaka A, B, C' merena na sferi lucima najvec¢ih kru-
gova, moraju biti jednaka (12. stav) kako medu sobom tako i sa otstojanjima
D'A’, D'B’, D'C" u drugom trouglu (6. stav), prema tome su ravnokraki
trougli oko tac¢aka D i D' u oba sferna trougla ABC i A’B’C’ kongruentni.

Da bismo uopste mogli suditi o jednakosti dveju povrgina, sledeéi stav
uzimam za osnovu toga sudenja: dve su povrsine jednake, ako postaju spa-
janjem ili odvajanjem jednakih delova.

27. Trostrani rogaly jednak je polovini sume povrsinskih uglova manje jed-
nom pravom.

U sfenom trouglu ABC(fig 15.), u kome je svaka strana < 7, oznafimo
uglove sa A, B, C, produzimo stranu AB tako da postane jedan ceo krug
ABA'B’ A, koji ¢e kuglu podeliti na dva jednaka dela.

Fig. 15

ProduZimo u onoj polovini, u kojoj se nalazi trougao ABC, i druge dve
strane njegove kroz njihovu zajedni¢ku tacku preseka C' toliko, da se one
seku sa krugom u A’ i B’. Na taj nacin bi¢e ta polovina kugle podeljena
u cetiri trougla ABC, ACB’, B'CA', A'BC, &je veli¢ine neka su P, X, Y,
Z.Jasno je da su ovde
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P+X =B,
P+Z7Z=A.

Veli¢ina sfernog trougla Y jednaka je veli¢ini suprotnog ugla ABC’, koji ima
zajednicku stranu AB sa trouglom P i ¢iji tre¢i ugao C’ lezi na krajnjoj tacki
onog preénika kugle koji polazi od C' i prolazi kroz srediste njeno D (26-ti
stav). Odavde sleduje, da je P+Y = C i, po§to je P+ X +Y + Z =,
imamo takode:

P=3A+B+C—m).

Do istog zaklju¢ka moZe se doéi i drugim putem, oslanjajuéi se samo na
gornji stav o jednakosti povrgina (26. stav).

U sfernom trouglu ABC (fig. 16) prepolovimo strane AB i BC, polozimo
kroz sredisnje tacke D i E jedan najveéi krug i spustimo na ovaj iz tacaka
A, B,C upravne AF, BH i CG. Ako upravna iz B i H pada izmedu D i F,
onda ¢e trougao BDH biti jednak AFD i BHE jdnak EGC (6. i 15. stav),
iz. Cega sleduje da je povrsina Cetvorougla AFGC (26. stav).

B

Fig. 16 Fig. 17

Ako se tatka H poklapa sa sredisnjom tackom E strane BC (fig. 17),
onda ¢e postojati samo dva jednaka pravougla trougla AFD i BDE, ¢ijom
se izmenom mesta dokazuje jednakost povrgina trougla ABC i &etvorougla
AFEC. Ako naposletku tacka H pada van trougla ABC (fig. 18) i up-
ravna C'G ide kroz trougao, onda éemo preéi od trougla ABC &etvorouglu
AFGC ako dodamo trougao FAD = DBH, pa zatim oduzmemo trougao
CGE = EBH. Ako u ¢etvorouglu AFGC zamislimo kroz tacke A i G, kao
i kroz tacke F' i C polozene najvece krugove, luci njihovi izmedu AG i F'C
bice jednaki (15. stav), prema tome, bi¢e kongruentni trougli FAC i ACG
(15. stav) i ugao FAC jednak uglu ACG.

14
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Fig. 18

Odavde sleduje, da je u svima prethodnim slucaevima suma sva tri ugla u
sfernom trouglu jednaka sumi oba jednaka ugla u ¢etvorouglu koji nisu pravi.
Prema tome, moZe se svakom sfernom trouglu, u kome je suma njegova tri
ugla S, nadi ¢etvorougao s istom povrsinom, u kome se nalaze dva prava ugla
i dve jednake upravne strane i u kome je svaka od druga dva ugla jednaka
15

Neka je sada ABCD (fig. 19) sferni fetvorougao, u kome su strane
AB = DC upravne na BC'i ugloviu A i D svaki %S.

F

Fig. 19

Produzimo strane AD i BC tako da se one seku u E i produzimo ih dalje
od F, nacinimo DFE = EF i spustimo na produZenje linije BC upravnu F'G.
Ceo luk BG prepolovmo i spojimo sredisnju tacku H lucima najveéeg kruga
sa A1 F. Trougli EFG i DCE kongruentni su (15. stav), prema tome
je FG = DC = AB. Trougli ABH i HGF takode su kongruentni, jer su
pravougli 1 imaju jednake katete, prema tome, AH i HF pripadaju jednom
krugu, luk AHF jednak je m, ADEF takode je = m, ugao HAD = HFE =
1S — BAH = $S — HFG = %—HFE—EFG: S — HAD — m + 8.

Prema tome je: ugao HFE = 5(S — ), ili, 8to je isto: jednak veli¢ini isecka
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AHFDA. Velitina ovog jednaka je opet Cetvorouglu ABCD, sto se lako
vidi ako se od jednog prede na drugi dodajuéi najpre trougao EFG i BAH
a zatim oduzimajudi trougle DC'E i HFG, koji su im jednaki. Prema tome
je $(S—m) veli¢ina etvorougla ABCD i u isto doba veli¢ina sfernog trougla,
u kome je suma sva tri ugla jednaka S.

28. Ako se tri ravni seku u paralelnim linijama, suma njihova tri povrdinska
ugla iznosi dva prava.

Neka su AA’, BB, CC’ (fig. 20) tri paralelne linije koje postaju prese-
canjem triju ravni (25. stav). Uzmimo na njima tri proizvoljne tacke A, B,
C i zamislimo kroz njih polozenu jednu ravan, koja ¢e prema tome seéi ravni
paralelnih u pravim linijama AB, AC, BC. Dalje polozimo kroz liniju AC
i ma koju tacku D na liniji BB’ jo§ jednu ravan, ¢iji ¢e preseci sa ravnima
paralelnih AA’, BB',i CC’, BB’ biti linije AD i DC, i ¢ji ¢emo nagib prema
trecoj ravni paralelnih AA" i CC” oznaditi sa w (u fig. 2’ sa wl i w2).

A W

/ o /

B D B
™

/

c C

Fig. 20

Uglove izmedu ravni, u kojima se nalaze paralelne linije, oznaci¢emo sa X,
Y Z na linijjama AA’, BB’ i CC’ (fig. 2’); naposletku neka su linearni
uglovi BDC = a, ADC = b, ADB = c¢. Zamislimo oko A kao sredigta
opisanu jednu kuglinu povrginu, na kojoj prseci njeni sa pravama AC, AD
i AA" odreduju sferni trougao, ¢ije strane neka su p, ¢, r a povrdina «,
a Ciji su uglovi: w naspram srane ¢, X naspram strane 7 i prema tome
T + 2c0 — w — X naspram strane p (27. stav). Na isti nadin seku CA,
CD,CC’ kuglinu povrsinu oko sredista C' i odreduju trougao veli¢ine [ sa
stranama p’, ¢/, ' 1 uglovima: w naspram ¢, Z naspram 7’ i prema tome
pi + 206 —w — Z naspram p’. Naposletku preseci kugline povr§ine oko D
sa linijjama DA, DB, DC odreduju sferni trougao, ¢ije su strane [, m, n a
suprotni uglovi w + Z — 26, w + X — 2a i Y, &ija je povr§ina, prema tome,
§=3(X+Y+Z-m)—a-B+w.
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Fig. 2’

Kad w opada opadaju i povrsine trouglova « i 8 tako, da uglu § mogu se
strane [ i m smanjiti takode do u beskonanost (21. stav), prema tome
moze se trougao 0 jednom od svojih strana [ ili m poloziti na najveéi krug
kugle koliko se hoce puta a da time polovina kugle ne bude ispunjena, prema
tome § iSCezava u isto doba sa w; iz Cega sleduje da je nuZnim nacinom
X+Y+Z=m.

29. U pravolinijskom trouglu ili se upravne podignute u sredinama strana
ne seku i se sve tri seku u jednoj tacks.

Pretpostavimo da se u trouglu ABC' (fig. 21) dve upravne ED i DF,
podignute na stranama AB i BC' u njihovim sredignim tackama E i F, seku
u tacki D, i povucimo u okviru uglova trouglovih linije DA, DB, DC.

B

Fig. 21

U kongruentnim je trouglima ADE i BDE (10. stav) AD = BD, tako
isto sleduje da je i BD = CD; trougao ADC je, prema tome, ravnokrak i
upravna spuStena iz temena D na osnovicu AC paSce u njenu sredi$nu tacku
G.

Dokaz ostaje isti i kada tacka preseka upravnih ED i F'D lezi u liniji AC
ili kad pada van trougla. U slucaju, dakle, kad se pretpostavi da se dve od
ovih upravnih ne seku, ne moze se ni treéa sa njima seéi.
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30. Upravne podignute u sredinama strana pravoliniskog trougla moraju sve
tri biti paralelne, ako se pretpostavi paralelizam dveju od njih.

Neka su u trouglu ABC (fig 22.) linije DE, FG, HK upravne na
stranama u njihovim sredi¥njim tackama D, F, H.

P
G
A’ E K B’
Fig. 22

Mi ¢emo najpre pretpostaviti, da su upravne DFE i F'G paralelne, da one
liniju AB seku u LM, i da se upravna HK nalazi izmedu njih. U okviru
ugla BLE povucimo proizvoljno pravu liniju LG, koja ¢e morati F'G sedi
negde u G ma kako mali bio ugao otstupanja GLE (16. stav). PoSto se u
trouglu LGM upravna HK ne moze seéi sa MG (29. stav), ona mora seci
LG negde u P, odakle sleduje, da HK mora biti paralelna sa DE (16. stav)
i MG (18. 1 25. stav).

Ako se stavi strana BC = 2a, AC' = 2b, AB = 2c¢ i uglovi suprotni ovim
stranama oznate sa A, B, C' onda imamo u gornjem slucaju

A=TI(B) — TH(e),
B =TI(a) — (c),
C = I(a) — I1(b),

o ¢emu se lako uveravamo pomocu linija AA’, BB', CC’, koje su iz tacaka
A, B, C povuéene paralelno upravnoj HK i koje su, prema tome, paralelne
i sa druge dve upravne DE i FG (23. i 25. stav).

Neka su sada upravne HK i F'G medu sobom paralelne, tre¢a upravna
DE tada ih nece se¢i (29. stav), prema tome, ona je ili paralelna sa njima
ili sece AA’. Poslednja pretpostavka ne znaci drugo do da je ugao C >
II(a) + II(b). Smanji li se ovaj ugao tako, da postane jednak II(a) + II(b),
Sto ¢e biti ako se liniji AC' da nov polozaj CQ (fig. 23),

C
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Fig. 23

i duzina trece strane BQ oznadi sa 2¢/, onda mora ugao CBQ u tacki B, koji
je postao veci, prema onome §to je gore dokazano, biti jednak IT(a) —II(¢) >
II(a) — II(c) odakle sleduju ¢’ > ¢ (23. stav). Ali u trouglu ACQ uglovi u A
i @ su jednaki, prema tome mora u trouglu ABQ ugao kod @ biti veéi od
ugla u tacki A, prema tome je AB > BQ (9. stav); §to znaci da je ¢ > (.

31. Granicnom linijom (oriciklom) nazivamo onu krivu liniju u ravni, kod
koje su sve upravne podignute u sredisnjim tackama tetiva medusobno
paralelne.

U saglasnosti sa ovom definicijom moZemo proizvodenje grani¢ne linije
zamisliti na taj nac¢in, 8to ¢emo na datoj pravi AB iz jedne od njenih tacaka
A povladiti pod raznim uglovima CAB = II(a) tetive AC' = 2a;

H

sy
N

Fig. 24

kraj C' jedne takve tetive leZac¢e na grani¢noj liniji, ¢ije tacke mozemo post-
peno odrediti na taj na¢in. Upravna DF na tetivi AC u njenoj sredini D bicée
paralelna sa linijom AB, koju ¢emo nazvati osom graniéne linije.Isto tako
bic¢e i svaka druga upravna podignuta u sredignjoj tacki ma koje tetive AH
paralelna sa AB, prema tome, ova osobina mora pripadati i svakoj drugoj
upravnoj K L uopste, koja je podignuta u sredisnjoj tacki K ma koje tetive ,
koja je povucena izmedu makojih ta¢aka C'i H na granitnoj liniji (30. stav).
Takve upravne moraju se dakle takode bez razlike kao i AB nazvati osama
granicne linije.

32. Krug, ¢iji poluprecnik raste, prelazi u granicnu liniju.

Neka je AB (fig. 25) tetiva grani¢ne linije, povucimo iz njenih krajnjih
tacaka: A i B dve ose AC i BD, koje ¢e, prema tome, sklapati sa tetivom
dva jednaka ugla BAC = ABD = « (31. stav).
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Fig. 25

Na jednoj od ovih osa AC' uzmimo ma gde tacku E za srediSte jednog kuga i
povucimo luk AF od pocetne tacke A ose AC do njegove tacke preseka F' sa
drugom osom BD. Polupretnik F'E kruga, koji odgovara tacki F, sklapace
na jednoj strani sa tetivom AF ugao AFB = (3 a na drugoj strani sa osom
BD ugao EFD = . Izlazi da je ugao izmedu obe tetive BAF = a — (§ <
B4~ — a (22. stav), odakle sleduje: o — 3 < 7. Pogto se pak ugao 7
smanjuje do nule kako kretanjem sredista F u pravcu AC, pri ¢emu F ostaje
nepromenjeno (21. stav), tako i priblizavanjem tacke F' tacki B, pri ¢emu
srediste E koje ostaje u svome polozaju (22. stav), to sleduje, da takvim
smanjivanjem ugla 7y i§¢ezava i ugao o — (3, odnosno uzajamni nagib tetiva
AB i AF, pa prema tome i odstojanje tacke B na grani¢noj liniji od tacke F
na krugu. Prema tome moZe se grani¢na linija nazvati krugom sa beskonacno
velikim polupreénikom.

33. Neka su AA" = BB’ = z (fig. 26), dve linije paralelne medu sobom
na strani idué¢i od A ka A’; ose grani¢nih lukova (lukova na dvema
grani¢nim linijama) AB = s, A’B’ = ¢, tada je

s =se ",
gde je e nezavisno od lukova s, s’ i prave x, koja predstavlja odstojanje
luka s od s'.

Da bismo ovo dokazali pretpostavimo, da je odnos luka s prema luku s’
jednak odnosu dva cela broja n i m. Izmedu osa AA’, BB’ povucimo treéu
osu C'C’ koja ¢e na taj nacin otsecati od luka AB deo AC =t i od luka A’B’

na istoj strani deo A'C’ =t'.




Neka je odnos izmedu t i s jednak odnosu dva cela broja p i g, tako da je

_ny _ b
§=—s5, t==s.
m q

Podelimo sada s osama u nq jednakih delova tako, da ¢e takvih delova
biti ng na s i np na t. Kako ovi jednaki delovi na s i ¢ odgovaraju tako isto
jednakim delovima na s’ ¢’ imamo:

s
T

Ma gde dakle uzeli luke ¢ i ¢’ izmedu osa AA’ i BB’, uvek ¢e njihov odnos
ostati isti, dokle god otsojanje njihovo ostaje isto. Ako se stoga za z = 1
stavi s = es’ onda ¢e za svako x morati biti

s’ =se”".
Posto je e nepoznat broj a podlezi samo usovu e > 1 i posto se dalje jedinica
duzine za x moze uzeti proizvoljno, to je mozemo radi rac¢unskog uproscéa-
vanja tako izabrati, da se pod e razume osnova Neperovih logaritama.

Jo§ se ovde moZe primetiti, da je za x = oo, s = 0, prema tome, ne
samo §to se smanjuje otstojanje izmedu dve paralelne (24. stav), nego ono
naposletku sasvim i8¢ezava pri produZenju paralelnih na strani paralelizma.
Paralelne linije imaju dakle karakter asimptota.

34. Granicna povrgina(orisfera) naziva se ona povrsina koja postaje obr-
tanjem granicne linije oko jedne od njenih osa, koja ¢e zajedno sa svima
ostalima osama granicne linije biti osa i grani¢ne povrsine.

Tetwa sklapa jednake uglove sa osama povucemsm kroz njene krajne
tacke, pa ma gde da se uzmu na graniénoj povrsini ove dve krajne
tacke.

Neka su A, B, C (fig. 27) tri tatke na grani¢noj povrsini, AA" osa
obrtanja, BB’ i CC’" dve druge ose, prema tome AB i AC tetive koje sa
osama sklapaju jednake uglove A’AB = B'BA, A’AC = C'CA (31. stav);
ose BB', CC' povucene kroz krajne tacke trece tetive BC takode su paralelne
i leze u jednoj ravni (25. stav). Upravna DD’ podignuta u sredini D tetive
AB i u ravni paralelnih AA’, BB’ mora biti paralelna sa osama AA’, BB/,
CC’ i upravnom DD’. Ugao izmedu ravni,u kojoj su paralelne AA’ i BB, i
ravni trougla ABC' oznadi¢emo sa Il(a), gde a moze biti pozitivno, negativno
ili nula. Ako je a pozitivno, povucimo F'D = a, u trouglu ABC' i ravni
njegovoj, upravno na tetivu AB iz njene sredidnje tacke D; ako je a negativan
broj, F'D se mora povuéi van trougla na drugoj strani tetive AB; ako je
a = 0, tacka F' poklapa se sa tackom D.
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A K E DFC'GDB

Fig. 27

U svim ovim slu¢ajevima postaju dva kongruentna pravougla trougla AF D
i DF B, prema tome je FA = FB. Podignimo sada u F liniju F'F’ upravno
na ravan trougla ABC.

Posto je ugao D'DF = Il(a), DF = a, to je FF’ paralelno sa DD’ i
linijom FFE’, sa kojom leZi u jednoj istoj ravni, koja je upravna na ravni
trougla ABC. Zamislimo sada da je u ravni paralelnih FE’, FF’ podignuta
na EF upravna FK, ta ¢e upravna stajati upravno i na ravni trougla ABC
(13. stav) i na liniji koja lezi u toj ravni (11. stav), prema tome mora AF),
koja je upravna na EK i EE’, biti u isto doba upravna i na FE (11. stav).
Trougli AEF i FEC su kongruentni, po§to su pravougli i imaju jednake
katete, prema tome je AF = FC = FB. Upravna sputena iz temena F'
ravnokrakog trougla BF'C' na osnovicu BC prolazi kroz njenu sredisnju tacku
G; ravan poloZena kroz ovu upravnu F'G i liniju F'F’ mora biti upravna na
ravni trougla ABC i se¢i ravan paralelnih BB', CC’ (25. stav); posto je
pak CG upravno na FG, pa prema tome u isto doba i na CG’, to je i ugao
C'CG = B'BG (23. stav).

Odavde sleduje, da se svaka osa moze smatrati za obrnutu osu granic¢ne
povrsine.

Glavnom ravni nazivac¢emo svaku ravan koja je polozena kroz jednu osu
grani¢ne povrfine. Prema tome, svaka glavna ravan sefe grani¢nu povrsinu
u grani¢noj liniji, dok je za svaki drugi polozaj presecajuce ravni ovaj presek
krug. Tri glavne ravni, koje se uzajamno seku, sklapaju medu sobom uglove
¢ija je suma 7 (28. stav). Ove ¢emo uglove smatrati za uglove grani¢nog
trougla, ¢ije su strane luci grani¢nih linja, koje su preseci grani¢ne povrsine
sa onim trima glavnim ravnima. Kod grani¢nih trouglova postoji dakle ista
zavisnost izmedu uglova i strana, kava se dokazuje u obi¢noj geometriji za
pravolinijske trougle.
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35. U sledeé¢em oznacavacemo veli¢inu linije jednim pismenom sa dodatim
akcentom, na pr. 2, da bismo izrazili, da njena veli¢ina stoji u jednom
odnosu sa veli¢inom druge linije, koja je obelezena istim znakom z bez
akcenata, koji je izraZen jednacinom

() + (z') = %w.

Neka je sada ABC (fig. 28)jedan pravoliniski trougao, u kome je hipotenuza
AB = ¢, katete AC = b, BC = a, a suprotni uglovi BAC = II(«a),
ABC = TI(f8). Podignimo u tacki A upravnu AA’ na ravan trougla ABC' i
iz tacaka B i C povucimo BB’ i CC’ paralelno sa AA’. Ravni, u kojima leZe
ove tri paralelne, sklapaju medu sobom uglove: II(«) na ivici AA’, prav ugao
na ivici CC’ (11. i 13. stav), prema tome II(a’), na ivici BB’ (28. stav).

Preseci linija BA, BC, BB’ sa povrsinom kugle, koja je opisana oko
tatke B kao sredista, odreduju sferni trougao, u kome je strana mn = Il(c),
kn = I1(3), mk = I(a) a suprotni uglovi II(b), II(c), 3.

Fig. 28

Prema tome egzistencija jednog pravoliniskog trougla sa stranama a, b, c,
i suprotnim uglovima II(«), II(8), 37 povlaéi sa sobom egzistenciju jednog
sfernog trougla (fig. 29) sa stranama II(c), I1(53), II(a) i suprotnim uglovima
I1(3), I(d’), $m. Ali i obrnuto, egzistencija datog sfernog trougla uslovljava
egzistenciju jednog novog pravoliniskog trougla, ¢ije su strane a, o/, § a

suprotni uglovi II(¥'), II(c), 3.
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Fig. 29

Prema tome moze se od a, b, ¢, o, 3 pre¢i na b, a, ¢, 3, a, kao i na a, o,
B, v, c

Zamisimo da je kroz tacku A (fig. 28) poloZena grani¢na povrsina sa osom
AA’, povréina koja druge dve ose BB', CC’ sete u B” i C”, i &ji preseci
s ravnima paralelnih sklapaju grani¢ni trougao, ¢ije su strane B"C” = p,
C"A = q, B"A = r, a suprotni ugovi Il(a), II(¢/), 47, i gde je prema tome
(34. stav):

p=rsinll(a), g =rcosll(a).

Ako sada spoj date tri ravni rasklopimo duz linije BB’ (fig. 30) i te
ravni razvijemo tako, da one sa svim svojim linijama dodu u jednu ravan,
tada ¢e se ocevedno luci p, g, 7 spojiti u jedan luk jedne granic¢ne linije, koja
¢e prolaziti kroz tacku A iimati AA’ za osu. Osim toga nalazi¢e se na jednoj
strani AA": luci ¢ i p, strana b trougla, koja je u A upravna na AA’, osa
CC’, koja polazi iz krajne tacke linije b paralelno sa AA’ i ide kroz dodirnu
tacku C’ linija p i q, strana a upravno na CC’ u tacki C, i iz krajne tacke
njene osa BB’ paralelna s AA’, koja prolazi kroz krajnu tacku B” luka p. Na
drugoj srani od AA’ nalazi¢e se: strana ¢ upravna na AA’ u tacki A, i osa
BB’ paralelna sa AA’, koja polazi iz krajne tacke linije ¢ i ide kroz krajnu
tacku B” luka r.

B D g
d
!
c B
C
C/
A A’
B/
1"
B B



Fig. 30
Veli¢ina linije C'C" zavisi od b, i tu ¢emo zavisnost oznaditi sa CC"” = f(b).
Na isti nac¢in bice BB” = f(¢). Ako se sa CC’ kao osom opise jedna nova

grani¢na linija iz tacke C' pa do preseka njenog D sa osom BB’ i luk CD
oznadi sa t, bice BD = f(a); BB” = BD+ DB = BD 4+ CC”, prema tome:

fle) = fla) + f(b).
Osim toga vidimo da je (33. stav)
t =pef® = rsinTl(a) - /@,

Da je mesto u tacki A podignuta upravna u tacki B na ravan trougla
ABC linije ¢ i r ostale bi iste, ali luci ¢ i ¢ pretvorili biseutigq, prave aib
ubiaiugao () uIl(F), prema tome imali bismo

g =rsinll(B)-ef@),
odakle sleduje, kad se mesto g stavi njegova vrednost,
cosII(av) = sinTI(3) - ef(a),
a kad se mesto a i B stave V' i ¢
sin I1(b) = sinII(c) - ef (@),
i dalje mnozenjem sa e/ (®)
sin I1(b) - ef®) = sin II(c) - el
Odavde sleduje da je i :
sinII(a) - ef@ — gin II(b) - e/ ()

Posto su pak prave a i b nezavisne jedna od druge, i osim toga f(b) =0,

II(b) = § za b =0, to je za svaku pravu liniju a

e (@) = sinIl(a),

prema tome:
sinII(c) = sinII(a) sin I1(b),

sinI1(8) = cosII(a) sinI1(a).

Odavde se jo§ dobija izmenom pismena:

sin TI(«v) = cos II(3) sin II(b),
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cos I1(b) = cosIl(c) cosII(a),
cosII(a) = cosII(c) cos II(3).

Ako se u sfernom pravouglom trouglu (fig. 29) strane II(c), II(3), I(a)
oznadle pismenima a, b, ¢ a suprotni ugovi I1(b), II(a/) pismenima A, B, onda
¢e nadene jednacine dobiti formu onih jednacina, koje se, kao §to je poznato,
izvode u sfernoj triginometriji za pravougle trougle, naime:

sina = sincsin A,

sinb = sin csin B,
cos A = cosasin B,
cos B = cosbsin A,
COS Cc = coS a cos b,

sa kojih se jednacina moze preéi na jednadine za sve sferne trougle uopste.
Prema tome, sferna triginometrija ne zavisi od toga, da li je zbir ugova
u pravoliniskome trouglu jednak dvama pravama ili ne.

36. Sada ¢emo ponova posmatrati pravougli pravoliniski trougao ABC (fig.
31), u kome su strane a, b, ¢ a suprotni uglovi II(«a), II(3), %71’. Pro-
duzimo hipotenuzu c¢ preko tacke B i nacinimo BD = (3; u tacki D
podignimo upravnu DD’ na BD, koja ¢e prema tome biti paralelna sa
BB, tj. s produZenjem strane a na drugu stranu od tacke B. Iz tacke
A povucimo jo§ paralelnu AA’sa DD’, koja je u isto doba paralelna i
sa CB' (25. stav), sa ¢ega je ugao A’AD =Tl(c+ 3), A’AC = TI(b)
dakle:

I1(b) = () + II(c + b).

Ako prenesmo duzinu S na hipotenuzu c iz tacke B, zatim u krajnoj tacki
njenoj D (fig. 32) podignimo upravnu DD’ na AB u okviru trougla, a iz
tacke A povulemo paralelnu

A c’
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Fig. 31 Fig. 32

AA" sa DD’, onda ¢e BC biti sa svojim produZenjem CC’ treca paralelna

B
8
(=)
A< b c
A’ c’ D A
Fig. 33 Fig. 34

tada je: ugao CAA" =1I(b), DAA’ =TI(c — 3), prema tome,
(e — §) = T(a) + TI(3).

Ova poslednja jednadina vazi i onda kada jec=filic < 8. Akojec=
(fig. 33), onda je upravna AA’ podignuta u tacki A na AB paralelna strani
BC' = a sa njenim produzenjem C'C’, prema tome je II(«) +11(b) = %77, dok
je takode II(c — B) = 3 (23. stav).

Ako je ¢ < 3, kraj od 8 pada na drugu stranu tactke A u D (fig. 34)
na produZenje hipotenuze AB. Na AD podignuta upravna DD’ iz A bice i
ovde paralelna strani BC' = a sa njenim produZenjem CC’. Ovde je ugao
DAA" =T1(3 — ¢), prema tome, II(a) +11(b) = 7 —II(5 —¢) = II(c— 3) (23.
stav).

Spajanjem obe jednacine dobija se

2I1(b) = II(c — B) + (c + B),
21 () = II(c = B) — I(c + ),
odakle sleduje

cosTI(b)  cos[3II(

cosI(a) cos[3II(c — B) — i1I(c + B)]

Zamenili se ovde vrednost (35. stav)

cos I1(b)

cosTI(a) = cosII(c),
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onda se dobija,

tan? %H(C) = tan %H(c — () - tan %H(c + 5).

Posto je ovde 8 proizvoljan broj, jer se ugao 113, koji se nalazi na jednoj

strani od ¢ moZe uzeti proizvoljno izmedu granica 0 i 5, prema tome (3

izmedu granica 0 1 co, to ¢emo zakljuciti, ako stavimo redom (§ = ¢, 2¢, 3¢
itd. , da je za svaki pozitivan broj n

1 1
tan” —II(c) = tan —II(nc).
2 2
Ako se n smatra odnos dveju linija x i ¢ i ako se pretpostavi da je
1 C
cot 51‘[(0) = e,
onda se nalazi za svaku liniju « opste, pa bilo da je ona pozitivna ili negativna
1 —x
tan 51‘[(:1:) =e ",
gde e moZe biti svaki moguéni broj veéi od jedan, posto je za
x =o0, II(z)=0.

Posto je proizvoljna linija kojom se mere linije , to se pod e moZe po-
drazumevati i osnova Naperovih lagaritama.

37. Od gore nadenjih jednac¢ina (35. stav) dovoljno je poznavati sledece

dve

sinII(c) = sinII(a) sin II(d),

sin I1(av) = sinI1(b) cos I1(3),
ako se pri tome ova poslednja primeni na obe katete a i b, pa da se
njihovim spajanjem izvedu ostale dve (35. stav) bez dvosmislenosti

algebarskih znakova, posto su ovde svi uglovi oStri. Na slican nacin
dolazi se do sledeé¢ih dveju jednacina

tanII(c) = sinll(«) tan (), (1)
cos II(a) = cosII(c) cos II(3). (2)

Sad éemo posmatrati jedan pravoliniski trougao &ije su strane a, b, ¢, (fig.
35) a suprotni uglovi A, B, C. Ako su A i B oStri uglovi, upravna p spustena
iz temena ugla C' u trouglu pada na stranu c i deli je u dva dela, i to u deo
2 na strani ugla A i ¢ — x na strani ugla B.
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Fig. 35

Na taj nacin postaju dva pravougla trougla, za koje se primenom jednaline
(1) dobija:
tanII(a) = sin B tanII(p),

tanI1(b) = sin A tan II(p),

jednacine koje ostaju nepromenjene i kad je jedan od uglova,

C C

Fig. 36 Fig. 37

na pr. B prav ili tup (fig. 37). Prema tome imamo uopste za svaki ugao
sin AtanII(a) = sin B tanII(b). (3)

Za trougao sa ostrim uglovima A, B, (fig. 35) imamo jos i (2-ga jed-
nadina):
cosII(z) = cos A cosII(b),

cosII(c — ) = cos B cosII(a),

jednagine koje se odnose i na trougle u kojima je jedan od uglova A ili B
prav ili tup. Na primer, mora se za B = %7‘(‘ (fig. 36) uzeti da je z = c,
tada prva jednacina prelazi u gore nadenu (2-gu jednac¢inu), a druga je sama
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sobm data. Za B > %ﬂ' (fig. 37) prva jedna¢ina ostaje nepromenjena, a
mesto druge moramo pisati odgovarajuéu:

cosII(x — ¢) = cos(m — B) cosI(a),

ali je cosIl(x —¢) = —cosIl(c — x) (23. stav) a i cos(m — B) = —cos B.
Ako je A prav ili tup ugao onda se mora mesto z i ¢ — x staviti ¢ — x i
z, da bi se ovaj slucaj sveo na predasnji.
Da bismo eliminisali = iz obe jednacine, primeticemo da je (36. stav)

1 — tan? 11I(c — z)

1+ tan? JII(c — )
1— e230—2(:

cosll(c—xz) =

1+ e2r—2c

1 — tan? 11(c) cot? $11(z)
1+ tan? 11(c) cot? $11(x)
cosII(c) — cosII(x)

1 — cosTI(c) cosII(x)"

Ako se ovde zameni izraz za cosII(z), cosII(c — x) dobija se :

cosTI(c) = cos I1(a) cos B + cosII(b) cos A
1+ cosII(a) cosII(b) cos Acos B’

odakle sleduje

cosIl(c) = cos Acos B

11 I(b) =
cosII(a) cosTI(b) 1 — cos A cos II(b) cosII(c)’

i naposletku:
sin?II(c) = [1 — cos B cosII(c) cos II(a)] - [1 — cos A cos II(b) cos II(c)].
Na slican nacin mora biti i:
sin?T(a) = [1 — cos C cosII(a) cos TI(D)] - [1 — cos B cosTI(c) cosIT(a)]. (4)
sin®TI(b) = [1 — cos A cosTI(b) cosTI(c)] - [1 — cos C cosTI(a) cosTI(b)]
Iz ove tri jednacine nalazi se jos:

sin? T1(b) sin I1(c)
sin? I1(a)

= [1 — cos A cosII(b) cos II(c)].

Odavde sleduje bez dvosmislenosti znakova:

sin I1(b) sin II(c)

cos A cosII(b) cosII(c) + sin T(a)

~1. (5)
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Ako se ovde zameni vrednost od sinII(c) u saglasnosti sa jedna¢inom (3),

sinIl(c) =

dobija se

cosII(a)sin C'
sin A sin I1(b) + cos A sin C cos I1(a) cos TI(b)

cosIl(c) =

ili ako se ovaj izraz za cosIl(c) zameni u jednacini (4),

cosII(b

t Asin C'sinII(b sC' = ———
cot Asin C'sinII(b) + cos cosTi(a)

)

(6)
)
Eliminacijom sin II(b) pomoc¢u jednacine (3) izlazi:

cosII(a) cos A
il SZd —1_
cos I1(b) cosC = sin B

sin C'sinll(a),

Jednacina (6) daje, medutim, promenom pismena

cosIl(a)

cosTI(b) = cot bsin C'sinII(a) 4 cos C.

Iz poslednje dve jednacine sleduje:

in Bsin C
cosA+cosBcosC:%. (7)

Sve Cetiri jednacine za zavisnost strana a, b, ¢ u pravoliniskom trouglu
bic¢e prema tome [identi¢ne sa (3), (5), (6), (7)]:

sin AtanIl(a) = sin B tan I1(b),
cos A cosTI(b) cos II(c) + Snllbsinli(e) _ ¢

(8) sin H(af%(b)
cos Asin C'sinII(b) 4 cos C' = ﬁgjn(a) )
cos A+ cos BecosC = %

Ako su srane a, b, ¢, trougla vrlo male, mozemo se zadovoljiti pribliznim
vrednostima (36. stav)
cotIl(a) = a,

1
sinIl(a) = a — §a2
cosIl(a) = a,

i na sli¢an nadin i za druge strane b i c. Jednadine (8) prelaze za takve trougle
u sledece:
bsin A = asin B,
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a? =b? + 2 — 2bccos A,
asin(A+c¢) = bsin A4,
cos A + cos(B +¢) = 0.

Prve dve od ovih jednacina pretpostavlja obi¢na geometrija; iz druge dve
sleduju, uzimajuéi u pomo¢ prve dve, zakljucak:

A+B+C=m.

Prema tome, imaginarna geometrija prelazi u obi¢nu kad se pretpostavi,
da su strane pravolinisog trougla vrlo male.

O merenju krivih linija, ravnih figura, povrgina i zapremina tela, kao i o
primeni imaginarne geometrije na analizu, objavio sam nekoliko ispitivanja
u ,,UCenim zapisnicima Univerziteta kazanskog".

Jednadine (8) pruzaju ve¢ same sobom dovoljnu podlogu, da se pret-
postavka imaginarne geometrije moze smatrati za moguénu. Prema tome,
astronomska posmatranja su jedino sredstvo, da bi se moglo suditi o ta¢nost
prorac¢una obicne geometrije. Ova se tacnost prostire vrlo daleko, kao Sto
sam to pokazao jednom od svojih rasprava, tako da, na pr. u trouglima, cije
su strane jo§ pristupa¢ne nasim merenjima, zbir njihova tri ugla nije razli¢an
od dva prava za stoti deo jedne sekunde.

Jo§ je vredno istaci, da one Cetiri jednacine (8) ravne geometrije prelaze
u jednacine za sferne trougle, ako se mesto strana a, b, ¢ stavi: ay/—1, by/—1,
cyv/—1, ali sa ovom promenom mora se o¢evidno staviti i da je:

1

cosa’

sinIl(a) =

cosIl(a) = V—1tana,
1
sinav/—1’
i na sli¢an nadin i za strane b i ¢. Na taj nacin prelazi se od jednacina (8)
na sledece:

tanIl(a) =

sin Asin B = sin Bsina,
cosa = cosbcosc+ sinbsinccos A,
cot Asin C' + cos C cosb = sinbcot a,

cos A = cosasin BsinC — cos BcosC.
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