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1 Rexeni zadaci

Zadatak 1 Dokazati da 6|m(m2 + 5) va�i za proizvo	an prirodni broj
m.

Rexe�e: Zadatak rexiti korix�e�em matematiqke indukcije.

1◦ Za m = 1 izraz m(m2 + 5) je jednak 6 pa je ovaj sluqaj trivijalan (baza
indukcije).

2◦ Pretpostavimo da je m ≥ 1 i da va�i 6|m(m2 + 5) (indukcijska
pretpostavka). Dokazujemo da va�i 6|(m + 1)((m + 1)2 + 5). Va�i
slede�a jednakost:
(m + 1)((m + 1)2 + 5) = m(m2 + 5) + 3(m(m + 1) + 2).
Na osnovu indukcijske pretpostavke prvi qlan ovog zbira je de	iv
sa 6. Drugi qlan zbira je oqigledno de	iv sa 6 (de	iv je sa 3 i izraz
m(m + 1) je uvek paran). Time je dokazana indukcijska hipoteza.

Rexe�e (drugi naqin): Izraz m(m2 + 5) se mo�e transformisati na
slede�i naqin:

m(m2+5) = m3+5m = m3−m+6m = m(m2−1)+6m = (m−1)m(m+1)+6m

Kako je proizvod tri susedna broja uvek de	iv sa 6 (makar jedan od tih
brojeva bi�e paran broj i barem jedan od tih brojeva �e biti de	iv sa 3)
prvi qlan zbira je de	iv sa 6. Drugi qlan zbira je oqigledno de	iv sa 6
pa je i ceo zbir de	iv sa 6.

Zadatak 2 Dokazati da 30|m5 −m va�i za proizvo	an prirodni broj m.

Rexe�e: Izraz m5 −m se mo�e transformisati na slede�i naqin:

m5 −m = m(m4 − 1) = m(m2 − 1)(m2 + 1) = m(m− 1)(m + 1)(m2 + 1)

Ovaj izraz je uvek de	iv sa 6 (proizvod tri uzastopna broja je uvek de	iv
sa 6). Da bismo dokazali da je ovaj izraz de	iv sa 30 dovo	o je dokazati
da je de	iv sa 5.
Broj m se mo�e zapisati kao m = 5k + r, pri qemu je r = 0,±1,±2.

Ako je r = 0 onda je broj m de	iv sa 5 pa je i ceo izraz de	iv sa 5.

Ako je r = ±1 onda je jedan od brojeva r − 1, r + 1 de	iv sa 5 pa je i ceo
izraz de	iv sa 5.

Ako je r = ±2 onda va�i m2 + 1 = (5k ± 2)2 + 1 = 25k2 ± 20k + 5 xto je
de	ivo sa 5 pa je i ceo izraz de	iv sa 5.

Zadatak 3 Dokazati da 30|mn(m4 − n4) va�i za proizvo	ne prirodne
brojeve m i n.
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Rexe�e: Kako va�i da je mn(m4 − n4) = (m5 −m)n + m(n− n5), i kako
su pojedinaqni sabirci de	ivi sa 30 (na osnovu prethodnog zadatka) onda
sledi i da je ceo izraz de	iv sa 30.

Zadatak 4 Dokazati da 42|m7 −m va�i za proizvo	an prirodan broj m.

Rexe�e: Pokazuje se da va�i
m7 −m = m(m− 1)(m + 1)(m2 + m + 1)(m2 −m + 1).
Proizvod prva tri qlana je uvek de	iv sa 6 pa je dovo	no dokazati da je
ceo proizvod de	iv sa 7.
Broj m se mo�e zapisati kao m = 7k + r, pri qemu je r = 0,±1,±2,±3.

Ako je r = 0 onda je m de	ivo sa 7 pa je i ceo izraz de	iv sa 7.

Ako je r = ±1 onda je m2 − 1 de	ivo sa 7.

Ako je r = ±2 onda se mogu uoqiti posled�a dva qlana proizvoda
(m2 + m + 1)(m2 −m + 1) = m4 + m2 + 1. Ostatak pri de	e�u m2 sa
7 je jednak 4, ostatak pri de	e�u m4 sa 7 je jednak 2, pa je ostatak
pri de	e�u sa 7 ovog izraza jednak 0.

Ako je r = ±3 uoqimo izraz m4 + m2 + 1. Ostatak pri de	e�u m2 sa 7 je
jednak 2, ostatak pri de	e�u m4 sa 7 je jednak 4, pa je ostatak pri
de	e�u sa 7 ovog izraza jednak 0.

Rexe�e (drugi naqin): Zadatak se mo�e rexiti korix�e�em
matematiqke indukcije.

1◦ Za m = 1 izraz je jednak 0 pa je ovaj sluqaj trivijalan.

2◦ Pretpostavka je da je m > 1 i da izraz va�i za m. Posmatrajmo
razliku
[(m+1)7−(m+1)]− [m7−m] = 7m6 +21m5 +35m4 +35m3 +21m2 +7m.
Ona je oqigledno de	iva sa 7 qime je dokaza induktivna hipoteza.

Zadatak 5 Dokazati da je za m ∈ N proizvod (m + 1)(m + 2) . . . (m + m)
de	iv sa 2m.

Rexe�e: Dati izraz se mo�e zapisati kao (2m)!
m! . Zadatak se rexava

korix�e�em matematiqke indukcije.

1◦ Za m = 1 izraz je jednak 2 pa je ovaj sluqaj trivijalan.

2◦ Pretpostavka je da je m > 1 i da izraz va�i za m. Treba dokazati da
dati izraz va�i i za m + 1.
Dati izraz se mo�e trivijalno transformisati
(2(m+1))!
(m+1)! = 2(2m + 1) (2m)!

m! odakle vidimo da je induktivna hipoteza

tako�e dokazana.
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Zadatak 6 Dokazati da je broj de	iv sa 3 ako mu je zbir cifara de	iv sa
3.

Rexe�e: Ako broj zapixemo preko �egovih cifara: anan−1 . . . a0,
vrednost tog broja je

∑n
k=0 10k ∗ ak. Suma cifara tog broja je onda∑n

k=0 ak. Da bismo dokazali tvr�e�e dovo	no je da poka�emo da je
razlika vrednosti broja i sume �egovih cifara de	iva sa 3, xto se
trivijalno pokazuje:
s
∑

10k ∗ ak −
∑

ak =
∑

(10k − 1) ∗ ak =
∑

9 ∗ (10k−1 + . . . + 1).

Zadatak 7 Neka je nzd(a, b) = 1. Dokazati da je nzd(a + b, a− b) ≤ 2.

Rexe�e: Neka je k = nzd(a + b, a− b). Ako k deli a + b i a− b onda k
deli i zbir i razliku ta dva broja: k|(a + b) + (a− b), tj. k|2a, i
k|(a + b)− (a− b), tj. k|2b.
Kako su a i b uzajamno prosti, na osnovu Euklidovog algoritma postoje
brojevi m i n tako da va�i 1 = a ∗m + b ∗ n. Na osnovu prethodnog pasusa
va�i i da k|2a ∗m i k|2b ∗ n pa onda k deli i �ihov zbir, tj.
k|2a ∗m + 2b ∗ n = 2 ∗ (am + bn) = 2 qime je dokazano tvr�e�e.

Zadatak 8 Izraqunati nzd(549, 387), nzd(589, 343), nzd(12606, 6494), nzd(6188, 4709),
a zatim izraziti NZD kao linearnu kombinaciju tih brojeva.

Rexe�e:

• Odredimo nzd(549, 387). Kada primenimo Euklidov algoritam
dobijamo:

549 = 387 ∗ 1 + 162
387 = 162 ∗ 2 + 63
162 = 63 ∗ 2 + 36
63 = 36 + 27
36 = 27 + 9
27 = 9 ∗ 3 + 0

znaqi nzd(549, 387) = 9. Niz de	e�a koji qini Eulidov algoritam se
koristi za predstav	a�e NZD-a u obliku linearne kombinacije tih
brojeva:
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9 = 36− 27
= 36− (63− 36)
= −63 + 36 ∗ 2
= −63 + (162− 63 ∗ 2) ∗ 2
= 162 ∗ 2− 63 ∗ 5
= 162 ∗ 2− (387− 162 ∗ 2) ∗ 5
= −387 ∗ 5 + 162 ∗ 12
= −387 ∗ 5 + (549− 387) ∗ 12
= 549 ∗ 12− 387 ∗ 17

• Na sliqan naqin se dobija da je nzd(589, 343) = 1 i
589 ∗ 99− 343 ∗ 170 = 1, nzd(12606, 6494) = 382 i
−12606 + 6494 ∗ 2 = 382, nzd(6188, 4709) = 17 i
6188 ∗ 121− 4709 ∗ 159 = 17.

Zadatak 9 Odrediti 160−1 (mod 841).

Rexe�e: Za izraqunava�e inverza koristimo Euklidov algoritam.
Primenom Euklidovog algoritma dobijamo da je nzd(160, 841) = 1 xto
znaqi da postoji inverz. Kada izrazimo NZD u obliku linearne
kombinacije tih brojeva dobijamo da je 1 = −39 ∗ 841 + 205 ∗ 160, pa je
160−1 (mod 841) = 205.

Zadatak 10 Koliko qinilaca ima broj 945?

Rexe�e: Kada se broj 945 rastavi na faktore dobija se 945 = 33 ∗ 5 ∗ 7.
Faktori broja 945 mogu biti samo brojevi oblika 3α1 ∗ 5α2 ∗ 7α3 , gde
α1 ∈ {0, 1, 2, 3}, α2 ∈ {0, 1}, α3 ∈ {0, 1} xto znaqi da ih ima 4 ∗ 2 ∗ 2 = 16.

Zadatak 11 Odrediti 21000000 mod 7.

Rexe�e: Kako je 23 mod 7 = 1 va�i da je

21000000 = 2999999+1 = 23∗333333+1 = 23∗333333 ∗ 2 = 23333333 ∗ 2 = 1 ∗ 2 = 2.

Zadatak 12 Odrediti sva rexe�a kongruencija

a) 3x ≡ 4 (mod 7)

b) 3x ≡ 4 (mod 12)

v) 9x ≡ 12 (mod 21)

g) 27x ≡ 25 (mod 256)

d) 27x ≡ 72 (mod 900)
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�) 103x ≡ 612 (mod 676)

Rexe�e:

a) 3x ≡ 4 (mod 7)
Kada se na obe strane jednaqine doda broj 3, dobija se 3(x + 1) ≡ 0
(mod 7), odnosno x + 1 ≡ 0 (mod 7) (poxto je nzd(3, 7) = 1). Odatle
sledi da je x ≡ −1 (mod 7), tj. x = 7k − 1, k ∈ Z.

b) 3x ≡ 4 (mod 12)
Jednaqina se mo�e zapisati u obliku 12|3x− 4. Kako 3|12 to znaqi
da mora da va�i i da 3|3x− 4, tj. 3|3(x− 2) + 2 xto nikako nije
ispu�eno pa smo dobili kontradikciju. Nema rexe�a.

v) 9x ≡ 12 (mod 21)
Ova jednaqina se mo�e skratiti sa 3. Kada se to uradi dobija se
jednaqina 3x ≡ 4 (mod 7) xto je zadatak pod (a), xto znaqi da je
rexe�e x = 7k − 1, k ∈ Z.

g) 27x ≡ 25 (mod 256)
Jednaqina se mo�e zapisati u obliku 256|27x− 25, xto znaqi da
postoji y tako da va�i 27x− 25 = 256y, odnosno 27x− 256y = 25.

Primenom Euklidovog algoritma dobija se da je nzd(27, 256) = 1 i
da va�i 1 = 27 ∗ 19− 256 ∗ 2. Kada se ta jednaqina pomno�i sa 25
dobija se 25 = 27 ∗ 950− 256 ∗ 50. Kada se ova jednaqina oduzme od
inicijalne jednaqine dobija se da va�i 27(x− 950)− 256(y− 50) = 0,
tj. 27(x− 950) = 256(y − 50). Kako su 27 i 256 uzajamno prosti va�i
da je x− 950 = 256k, k ∈ Z, tj. x = 950 + 256k, k ∈ Z.

d) 27x ≡ 72 (mod 900)
Ova jednaqina se mo�e skratiti sa 9 nakon qega se dobija 3x ≡ 8
(mod 100). To znaqi da va�i 100|3x− 8, tj. postoji y tako da va�i
3x− 8 = 100y. Kako su brojevi 8 i 100 de	ivi sa 4, a broj 3 nije
de	iv sa 4 to znaqi da x mora biti de	ivo sa 4 pa postoji
promen	iva z tako da va�i x = 4z. Kada se to ubaci u poqetnu
jednaqinu dobija se 12z − 100y = 8. Kada se ta jednaqina podeli sa 4
dobija se 3z − 25y = 2.

Primenom Euklidovog algoritma dobija se nzd(3, 25) = 1 i
1 = 1 ∗ 25− 3 ∗ 8, tj. 2 = 2 ∗ 25− 3 ∗ 16 xto je jedno rexe�e jednaqine.
Da bi naxli opxte rexe�e treba oduzeti jednaqine qime se dobija
25(2 + y)− 3(z + 16) = 0, tj. 25(2 + y) = 3(z + 16) odakle sledi da je
z + 16 = 25k, k ∈ Z, odnosno x = 4z = 4(25k − 16) = 100k − 64, k ∈ Z.

�) 103x ≡ 612 (mod 676)
Jednaqina se mo�e zapisati u obliku 676|103x− 612. Kako je
nzd(676, 612) = 4 i 4 ne deli 103, to znaqi da 4|x pa postoji ceo broj
z tako da je x = 4z. Kada se to ubaci u poqetnu jednaqinu dobije se
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676|103 ∗ 4z− 612. Kada se ta jednaqina podeli sa 4 dobija se da va�i
169|103z − 153, odnosno postoji y tako da va�i 103z − 169y = 153.

Primenom Euklidovog algoritma dobija se da je nzd(169, 103) = 1 i
da va�i 103 ∗ 64− 169 ∗ 39 = 1. Kada se ta jednaqina pomno�i sa 153
dobije se da va�i 103 ∗ 9792− 169 ∗ 5967 = 153. Kada se ta jednaqina
oduzme od poqetne dobije se da va�i 103 ∗ (z− 9792) = 169 ∗ (y− 5967),
odnosno z = 9792 + 169k1 = 159 + 169 ∗ k, tj. x = 636 + 676k, k ∈ Z.

Zadatak 13 Odrediti ϕ(n) za n = 90, 91, . . . , 100.

Rexe�e: Rexe�e �e biti prikazano u tabeli. Prvo �e svi brojevi biti
faktorisani pa �e onda biti prikazane vrednosti Ojlerove funkcije.

n 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

faktori 2 ∗ 32 ∗ 5 7 ∗ 13 22 ∗ 23 3 ∗ 31 2 ∗ 47 5 ∗ 19 25 ∗ 3 97 2 ∗ 72 32 ∗ 11 22 ∗ 52

ϕ(n) 24 72 44 60 46 72 32 96 42 60 40

Zadatak 14 Dokazati: broj m je prost ako i samo ako je ϕ(m) = m− 1.

Rexe�e: Ako je broj prost onda su svi brojevi ma�i od �ega uzajamno
prosti sa �im, a �ih ima m− 1 pa mora da va�i da je ϕ(m) = m− 1.
Sa druge strane, ako va�i da je ϕ(m) = m− 1 onda svi brojevi ma�i od
�ega moraju biti uzajamno prosti sa �im pa taj broj mora biti prost
(poxto ga ne deli ni jedan broj ma�i od �ega).

Zadatak 15 Rastaviti na proste qinioce brojeve 82798848, 81057226635.

Rexe�e: Dobija se da je 82798848 = 28 ∗ 35 ∗ 113 i da je
81057226635 = 33 ∗ 5 ∗ 73 ∗ 112 ∗ 17 ∗ 23 ∗ 37.

Zadatak 16 Rastaviti na proste qinioce brojeve 10!, 15!, 20!, 30!.

Rexe�e: Ovi brojevi se lako faktorisu tako xto se faktorixu �ihovi
qinioci. Na taj naqin se dobija da je 10! = 28 ∗ 34 ∗ 52 ∗ 71,
15! = 10! ∗ 23 ∗ 32 ∗ 5 ∗ 7 ∗ 11 ∗ 13 = 211 ∗ 36 ∗ 53 ∗ 72 ∗ 11 ∗ 13,
20! = 15! ∗ 27 ∗ 32 ∗ 5 = 218 ∗ 38 ∗ 54 ∗ 7 ∗ 2 ∗ 11 ∗ 13 ∗ 17 ∗ 19
30! = 20!∗28∗36∗53∗72∗11∗13∗23∗29 = 226∗314∗57∗74∗112∗132∗17∗19∗23∗29.

Zadatak 17 Sa koliko nula se zavrxavaju brojevi 50!, 100!?

Rexe�e: Broj nula na kraju broja �e odgovarati stepenu broja 5
prilikom faktorisa�a datih brojeva. Kako se broj 5 nalazi na svakom
5-tom mestu, i dodatno na svakom 25 mestu se nalazi 52 mo�e se
zak	uqiti da se broj 50! zavrxava sa 50/5 + 50/25 = 12 nula, a da se broj
100! zavrxava sa 100/5 + 100/25 = 24 nule.

Zadatak 18 Odrediti ϕ(n) za n = 375, 720, 957, 988, 1200, 4320.
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Rexe�e: Rexe�e �e biti prikazano u tabeli:
n 375 720 957 988 1200 4320

ϕ(n) 200 192 560 432 320 1152

Zadatak 19 Koliko ima brojeva od 1 do 120 koji nisu uzajamno prosti sa
30?

Rexe�e: Kako je 30 = 2 ∗ 3 ∗ 5 i 120 = 23 ∗ 3 ∗ 5, brojevi koji nisu
uzajamno prosti sa 30 moraju biti oblika 2α1 ∗ 3α2 ∗ 5α3 , gde je
α1 ∈ {0, 1, 2, 3}, α2 ∈ {0, 1}, α3 ∈ {0, 1} (isk	uquju�i jedinicu), pa ih ima
ukupno 4 ∗ 2 ∗ 2− 1 = 15.

Zadatak 20 Zna se da je ϕ(a) = 120 i da je a = pq, gde su p, q prosti
brojevi. Odrediti a, ako je p− q = 2.

Rexe�e: Kako su p i q prosti brojevi, i kako va�i da je p− q = 2 onda
va�i da je 120 = ϕ(a) = ϕ(p)ϕ(q) = (p− 1)(q − 1) = q2 − 1, odnosno q = 11,
p = 13 pa je a = 143.

Zadatak 21 Dokazati da zbir kvadrata pet uzastopnih celih brojeva ne
mo�e biti potpuni kvadrat.

Rexe�e:

Zbir kvadrata pet uzastopnih celih brojeva mo�e se predstaviti kao: (n−
2)2 + (n − 1)2 + n2 + (n + 1)2 + (n + 2)2. Broj n se mo�e predstaviti kao
n = 5k + r, r = 0,±1,±2. Onda je vrednost sume jednaka 5 ∗ ((5k + r)2 + 2).
Da bi ova suma bila kvadrat onda broj 5 mora deliti izraz (5k + r)2 + 2.

Kako r mo�e biti 0,±1,±2, dobija se da je vrednost ovog izraza po
modulu 5 redom 2, 3, 1, xto znaqi da poqetna suma nikako ne moze biti
kvadrat celog broja.

Zadatak 22 Odrediti sva celobrojna rexe�a jednaqina 53x + 47y = 1,
22x + 32y = 18.

Rexe�e:

• 53x + 47y = 1.

Primenom Euklidovog algoritma dobija se da je 1 = nzd{53, 47} i da
va�i 8 ∗ 53− 9 ∗ 47 = 1 qime dobijamo jedno rexe�e date jednaqine.
Kada se ova jednaqina oduzme od poqetne dobija se da je
53(x− 8) = −47(y + 9). Kako su 53 i 47 uzajamno prosti to znaqi da
mora postojati ceo broj k tako da va�i da je x = 8 + 47k,
y = −53k − 9, xto je rexe�e poqetne jednaqine.

• 22x + 32y = 18.

Nakon de	e�a sa 2 jednaqina postaje 11x + 16y = 9. Primenom
Euklidovog algoritma dobija se da je 1 = nzd{11, 16} i da va�i
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11 ∗ 3− 16 ∗ 2 = 1. Nakon mno�e�a posled�e jednaqine sa 9 dobija se
11 ∗ 27 + 16 ∗ (−18) = 9. Kada se ova jednaqina oduzme od poqetne
dobija se da je −11(x− 27) = 16(18 + y). Kako su 11 i 16 uzajamno
prosti, to znaqi da postoji ceo broj k tako da va�i da je
x = 16k + 27, y = 11k − 18, xto je rexe�e poqetne jednaqine.

Zadatak 23 Napraviti tabelu indeksa po modulu 29 sa osnovom 2 i tabelu
indeksa po modulu 23 sa osnovom 3.

Rexe�e:
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

2n(mod29) 1 2 4 8 16 3 6 12 24 19 9 18 7 14 28

n 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

2n(mod29) 27 25 21 13 26 23 17 5 10 20 11 22 15 1

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

5n(mod23) 1 5 2 10 4 20 8 17 16 11 9 22 18 21 13

n 15 16 17 18 19 20 21 22

5n(mod23) 19 3 15 6 7 12 14 1

Zadatak 24 Ako je nzd(a, n) = 1, dokazati da je a−1 ≡ aϕ(n)−2 (mod n).

Rexe�e:

Zadatak 25 Rexiti jednaqine 52x ≡ 38 (mod 29), 23x ≡ 9 (mod 29), 3x ≡
7 (mod 23), 3x ≡ 6 (mod 23).

Rexe�e:

(a) 52x ≡ 38 (mod 29)

nakon svo�e�a po modulu 29, ovaj problem se svodi na 23x ≡ 9
(mod 29) xto je drugi deo ovog zadatka.

(b) 23x ≡ 9 (mod 29)

Iz table dobijene u jednom od prethodnih zadataka mo�e se videti
da je 9 ≡ 210 (mod 29), 23 ≡ 220 (mod 29) pa dobijamo da je 220x ≡ 210

(mod 29) odnosno 29|220x − 210 = 210 ∗ (220x−10 − 1). Kako broj 210 nije
de	iv sa 29 to znaqi da je 220x−10 ≡ 1 (mod 29). Iz tabele dobijamo
da je 1 = 228 (mod 29) xto znaqi da postoji ceo broj n tako da va�i
20x− 10 = 28n, tj. 28|20x− 10 = 2(10x− 5). Broj 28 je de	iv sa 4, a
vrednost sa desne strane nije de	iva sa 4 jer je izraz 10x− 5 uvek
neparan. Otuda sledi da ovaj zadatak nema rexe�a.

(c) 3x ≡ 7 (mod 23)

Iz table dobijene u jednom od prethodnih zadataka mo�e se videti
da je 3 ≡ 25 (mod 29) i da je 7 ≡ 212 (mod 29). Otuda dobijamo da je
29|212(25x−12 − 1). Kako 29 ne deli 212 dobija se da je 29|25x−12 − 1.
Iz tabele se dobija da je 1 = 228 (mod 29) xto znaqi da postoji ceo
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broj n tako da va�i 5x− 12 = 28n. Kako 4 deli i broj 12 i broj 28
onda postoji ceo broj z tako da je x = 4z. Otuda sledi da je
20z − 12 = 28n, tj. 5z − 3 = 7n. Otuda sledi da
7|5z − 3 = 5z − 3− 7 = 5z − 10 = 5(z − 2), odnosno 7|z − 2 pa postoji
ceo broj k tako da va�i z = 7k + 2. Otuda dobijamo da je
x = 4z = 4(7k + 2) = 28k + 8 xto je rexe�e naxeg zadatka.

(d) 3x ≡ 6 (mod 23)

Iz tabele dobijene u jednom od prethodnih zadataka mo�e se videti
da je 3 ≡ 516 (mod 23), 6 ≡ 518. Otuda dobijamo da va�i
23|518(516x−18 − 1). Kako 23 ne deli 518 to znaqi da mora da va�i
23|516x−18 − 1. Iz tabele vidimo da je 1 ≡ 522 (mod 23) xto znaqi da
va�i da 22|16x− 18. Otuda dobijamo
11|8x− 9 = 8x− 9 + 11 = 8x + 2 = 2(4x + 1) xto znaqi da va�i
11|4x + 1 = 4x + 1 + 11 = 4x + 12 = 4(x + 3). Otuda dobijamo da
postoji ceo broj n tako da je x = 11n− 3 = 11n + 8 pa je rexe�e naxe
jednaqine x ≡ 8 (mod 11).

Zadatak 26 Odrediti sve generatore Z/nZ∗ za n = 23, 29.

Rexe�e:
Za prost broj p va�i, ako je g generator cikliqne grupe F ∗

p onda je i gk

generator te grupe akko nzd(k, p− 1) = 1.
Za n = 23 generator je broj 5 pa je onda i svaka vrednost oblika 5k

generator te grupe akko nzd(k, 22) = 1. Kako je skup brojeva koji su
uzajamno prosti sa 22: {1, 3, 5, 7, 9, 13, 15, 17, 19, 21} to znaqi da je skup
generatora: {5, 10, 20, 17, 11, 21, 19, 15, 7, 14}.
Za n = 29 generator je broj 2 pa je i svaka vrednost oblika 2k generator
te grupe akko nzd(k, 28) = 1. Kako je skup brojeva koji su uzajamno prosti
sa 28: {1, 3, 5, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 25, 27} to znaqi da je skup generatora:
{2, 8, 3, 19, 18, 14, 27, 21, 26, 10, 11, 15}.

Zadatak 27 Izraqunati 5−1 (mod 29), 7−1 (mod 29), 21−1 (mod 29), 39−1

(mod 23), (−1)−1 (mod 23).

Rexe�e:

(a) 5−1 (mod 29)

Tra�imo rexe�e jednaqine 5 ∗ x ≡ 1 (mod 29). Iz tabele vidimo da
je 1 ≡ 228 (mod 29) i da je 5 ≡ 222 (mod 29). Otuda dobijamo da je
x ≡ 228−22, tj. x ≡ 26 ≡ 6 (mod 29).

(b) 7−1 (mod 29)

Iz tabele vidimo da je 7 ≡ 212 (mod 29), pa je x ≡ 216 ≡ 25.

(c) 21−1 (mod 29)

Iz tabele vidimo da je 21 ≡ 217 (mod 29) pa je x ≡ 211 ≡ 18 (mod 29).
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(d) 39−1 (mod 23)

39−1 ≡ 16−1 ≡ (58)−1 ≡ 5−8 ≡ 522−8 ≡ 514 ≡ 13 (mod 23).

(e) (−1)−1 (mod 23)

(−1)−1 ≡ 22−1 ≡ (511)−1 ≡ 5−11 ≡ 522−11 ≡ 511 ≡ 22 ≡ −1.

Zadatak 28 Odrediti sve nesvod	ive polinome stepena ≤ 3 u F2[x].

Rexe�e: Svi polinomi stepena ≤ 3 su:
1, x, x + 1, x2, x2 + 1, x2 + x, x2 + x + 1, x3, x3 + x2, x3 + x, x3 + 1,
x3 + x2 + x, x3 + x2 + 1, x3 + x + 1, x3 + x2 + x + 1.
Polinomi stepena 2 koji su svod	ivi se mogu dobiti kao proizvod
polinoma stepena 1. Takvih kombinacija imamo 3:
x ∗ x = x2, x ∗ (x + 1) = x2 + x, (x + 1) ∗ (x + 1) = x2 + 1.
Preostali polinom stepena 2 koji se ne nalazi u ovom skupu je nesvo	iv:
x2 + x + 1.
Sada posmatramo polinome qiji je stepen 3. Polinomi koji su de	ivi sa
x sigurno nisu nesvod	ivi pa proveravamo da li su nesvod	ivi samo
polinomi koji pri de	e�u sa x daju ostatak 1.
Polinom x3 + 1 se mo�e rastaviti na (x + 1) ∗ (x2 + x + 1), pa on nije
nesvod	iv.
Polinom
x3 +x2 +x+1 = x3 +1+x2 +x = (x+1)(x2 +x+1)+x(x+1) = (x+1)(x2 +1)
nije nesvod	iv.
Polinom x3 + x + 1 je nesvod	iv jer je �egov ostatak pri de	e�u sa x i
x + 1 jednak 1:
x3 + x + 1 ≡x+1 x3 ≡ x3 + 1 + 1 ≡ 1.
Polinom x3 + x2 + 1 je nesvod	iv jer je �egov ostatak pri de	e�u sa x i
x + 1 jednak 1:
x3 + x + 1 ≡x+1 x3 + 1 + x2 ≡ x2 ≡ x2 + 1 + 1 ≡ 1.
Otuda vidimo da je skup nesvod	ivih polinoma:
{1, x, x + 1, x2 + x + 1, x3 + x + 1, x3 + x2 + 1}.

Zadatak 29 Da li je nesvod	iv polinom x4 + x3 + x2 + x + 1 u F2[x]?

Rexe�e: Da bi proverili da li je polinom nesvod	iv prvo
proveravamo da li je de	iv sa nekim polinomom stepena 1:
x4 + x3 + x2 + x + 1 ≡x 1, pa nije de	iv sa x.
x4 + x3 + x2 + x + 1 ≡x+1 x3(x + 1) + x2 + x + 1 ≡ x2 ≡ x2 + 1 + 1 ≡ 1, pa
nije de	iv ni sa x + 1.
Xto znaqi da ako je ovaj polinom svod	iv onda mora biti de	iv sa
nekim nesvod	ivim polinomom stepena 2. Jedini takav polinom je
polinom x2 + x + 1, xto znaqi da ovaj polinom eventualno mo�e biti
kvadrat tog polinoma.
(x2 + x + 1)(x2 + x + 1) = x4 + x2 + 1.
Kako nismo dobili tra�eni polinom to znaqi da je on nesvod	iv.
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Zadatak 30 Napraviti tablicu mno�e�a u a) F2[x]/(x2 + x + 1)∗; b)
F2[x]/(x3 + x2 + 1)∗.

Rexe�e:

(a)

1 x x + 1
1 1 x x + 1
x x x + 1 1
x + 1 x + 1 1 x

(b)
1 x x + 1 x2 x2 + 1 x2 + x x2 + x + 1

1 1 x x + 1 x2 x2 + 1 x2 + x x2 + x + 1
x x x2 x2 + x x2 + 1 x2 + x + 1 1 x + 1
x + 1 x + 1 x2 + x x2 + 1 1 x x2 + x + 1 x2

x2 x2 x2 + 1 1 x2 + x + 1 x + 1 x x2 + x
x2 + 1 x2 + 1 x2 + x + 1 x x + 1 x2 + x x2 1
x2 + x x2 + x 1 x2 + x + 1 x x2 x + 1 x2 + 1
x2 + x + 1 x2 + x + 1 x + 1 x2 x2 + x 1 x2 + 1 x

Zadatak 31 Pomo�u Euklidovog algoritma odrediti (x4)−1 u po	u F2[x]/(x5+
x2 + 1).

Rexe�e: Na osnovu Euklidovog algoritma dobijamo da je:

x5 + x2 + 1 = x ∗ x4 + (x2 + 1)
x4 = (x2 + 1) ∗ (x2 + 1) + 1

Ovaj niz de	e�a se koristi za predstav	a�e NZD-a u obliku linearne
kombinacije tih polinoma:

1 = x4 + (x2)(x2 + 1)
= x4 + (x2 + 1)(x5 + x2 + 1 + x ∗ x4)
= x4 + (x2 + 1) ∗ (x5 + x2 + 1) + x ∗ (x2 + 1) ∗ x4

= x4 ∗ (x3 + x + 1) + (x2 + 1) ∗ (x5 + x2 + 1)

Odakle se dobija da je (x4)−1 = x3 + x + 1 u po	u F2[x]/(x5 + x2 + 1).

Zadatak 32 Odrediti matrice A, B, takve da se druga komponenta preslikava�a
S u algoritmu §AES mo�e predstaviti u obliku AY + B, gde je Y
vektor{kolona | nibl dobijen iz prve komponente S (inverzije).
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Rexe�e: Kolona nibl Y se mo�e zapisati kao Y = [b0, b1, b2, b3]T ,
odnosno nibl koji ona predstav	a kao N(Y ) = b0y

3 + b1y
2 + b2y + b3.

Druga komponenta preslikava�a se mo�e zapisati kao
T (N) = a(y) ∗N(Y ) + b(y), gde je a(y) = y3 + y2 + 1, b(y) = y3 + 1.

T (N) = (y3 + y2 + 1)(b0y
3 + b1y

2 + b2y + b3) + (y3 + 1)
= y3(b0 + b2 + b3 + 1) +

y2(b0 + b1 + b3) +
y(b0 + b1 + b2) +
1(b1 + b2 + b3 + 1)

Odavde se mogu direktno izvu�i dve matrice A i B:

A =


1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0
0 1 1 1

 B =


1
0
0
1


Zadatak 33 Predstaviti proxiriva�e k	uqa u SAES (odnosno AES |
ve�im dijagramom) dijagramom sa xest qvorova, tri reda po dva qvora,
tako da u i-tom redu budu qvorovi W [2i], W [2i + 1], i = 0, 1, 2.

Rexe�e:

Zadatak 34 Ako se pogrexno prenese jedan bit xifrata, koliko �e to
izazvati grexaka u dexifrovanoj poruci ako se koristi

a) sinhrona protoqna xifra;

a) samosinhronixu�a protoqna xifra kod koje ci zavisi od
pi−k, pi−k+1,. . . , pi?

Rexe�e:

Zadatak 35 Koliki najve�i period mo�e imati izlazni niz iz algoritma
RC4 (odgovor treba da zavisi od parametra n)?

Rexe�e:

Zadatak 36 Koriste�i qi�enicu da funkcije MC u SAES transformixe

kolonu
b0b1b2b3

b4b5b6b7
u kolonu

b0 ⊕ b6 b1 ⊕ b4 ⊕ b7 b2 ⊕ b4 ⊕ b5 b3 ⊕ b5

b2 ⊕ b4 b0 ⊕ b3 ⊕ b5 b0 ⊕ b1 ⊕ b6 b1 ⊕ b7
=

b′0b
′
1b

′
2b

′
3

b′4b
′
5b

′
6b

′
7

Odrediti matricu A koja vektor b = [b0 b1 . . . b7]T preslikava

u b′ = [b′0 b′1 . . . b′7]
T = Ab
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Rexe�e:

Zadatak 37 Od koliko najma�e bita sta�a algoritma AES zavisi neki
bit sta�a posle

a) funkcije ByteSub;

b) funkcije ShiftRow;

v) funkcije MixColumn;

g) funkcije AddRoundKey;

d) jedne runde?

Rexe�e:

Zadatak 38 Koliko bita je pogrexno posle dexifrova�a poruke ako je
xifrova�e izvrxeno algoritmom AES u re�imu ECB, CBC, CFB, OFB?

Rexe�e:

Zadatak 39 Koriste�i tabelu koja opisuje funkciju S u SAES napisati
izraze za qetiri izlazna bita e, f, g, h preko ulaznih bita a, b, c, d.

Rexe�e: Na osnovu tabele koja opisuje S funkciju, izlazne bitove
mo�emo izraziti preko ulaznih bitova na slede�i naqin (uvek �e samo
jedan od ovih sabiraka biti razliqit od nule i to upravo onaj koji �e
biti jednak potrebnoj vrednosti):

∑
0BBBBB@

k0

k1

k2

k3

1CCCCCA∈{0,1}4

S


k0

k1

k2

k3

 (a + k0 + 1)(b + k1 + 1)(c + k2 + 1)(d + k3 + 1)

Jedan naqin da se ova funkcija izraquna je da se raspixe za svih 16
kombinacija. Drugi naqin je da vrednosti koje se nalaze uz konkretne
kombinacije zapisujemo kroz matricu. Mo�e se primetiti da je dovo	no
da posmatramo \desnu" polovinu S tabele pa �emo iz S tablice izdvojiti
samo izlazne vrednosti:
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S =



1001 0110
0100 0010
1010 0000
1011 0011
1101 1100
0001 1110
1000 1111
0101 0111


U izrazu za funkciju mo�emo izdvojiti kombinacije koje imaju uz sebe
umno�ak a i one koje imaju uz sebe umno�ak a + 1, pa se funkcija mo�e
zapisati u obliku:
f = (a + 1) ∗ f1(b, c, d) + a ∗ f2(b, c, d) = f1(b, c, d) + a ∗ (f1 + f2)(b, c, d).
Funkcije f1 i f2 mo�emo proqitati iz S tablice (f1 odgovara levoj
polovini S tablice, a f2 odgovara desnoj polovini S tablice) pa preko
tablice sliqne konstrukcije mo�emo izraqunati i vrednosti funkcije
f1 + f2. �u �emo dobiti tako xto levu polovinu (izlaznih vrednosti) S
tablice dodamo na desnu polovinu S tablice. Vrednosti funkcija f1 i
f1 + f2 �emo predstaviti isto preko matrice:

S′ =



1001 1111
0100 0110
1010 1010
1011 1000
1101 0001
0001 1111
1000 0111
0101 0010


Nakon toga sliqan postupak mo�emo ponoviti za kombinacije koje imaju
uz sebe umno�ak b i one koje imaju uz sebe umno�ak b + 1. Te kombinacije
�e biti saquvane u gor�oj, odnosno do�oj polovini tablice S′, pa na
sliqan naqin dobijamo tabelu S′′:

S′′ =



1001 1111
0100 0110
1010 1010
1011 1000
0100 1110
0101 1001
0010 1101
1110 1010


Sada ponav	amo istu stvar za kombinacije koje imaju uz sebe umno�ak c i
one koje imaju uz sebe umno�ak c + 1. Te kombinacije �e biti saquvane u
redovima 1, 2, 5, 6, odnosno u redovima 3, 4, 7, 8. Tabela S′′′ �e izgledati:

15



S′′′ =



1001 1111
0100 0110
0011 0101
1111 1110
0100 1110
0101 1001
0110 0011
1011 0011


I na kraju ponav	amo istu stvar za kombinacije koje imaju uz sebe
umno�ak d i one koje imaju uz sebe umno�ak d + 1. Te kombinacije �e biti
saquvane u neparnim, odnosno u parnim redovima. Konaqna verzija tabele
je: 

1001 1111
1101 1001
0011 0101
1100 1011
0100 1110
0001 0111
0110 0011
1101 0000


I iz �e sada mo�emo da proqitamo koeficijete naxe funkcije:

(e, f, g, h) = (1, 0, 0, 1) + (1, 1, 0, 1)d + (0, 0, 1, 1)c + (1, 1, 0, 0)cd +
(0, 1, 0, 0)b + (0, 0, 0, 1)bd + (0, 1, 1, 0)bc + (1, 1, 0, 1)bcd +
(1, 1, 1, 1)a + (1, 0, 0, 1)ad + (0, 1, 0, 1)ac + (1, 0, 1, 1)acd +
(1, 1, 1, 0)ab + (0, 1, 1, 1)abd + (0, 0, 1, 1)abc + (0, 0, 0, 0)abcd

= (1 + d + cd + bcd + a + ad + acd + ab, d + cd + b + bc + bcd + a + ac + ab + abd,

c + bc + a + acd + ab + abd + abc, 1 + d + c + bd + bcd + a + ad + ac + acd + abd + abc).

Zadatak 40 Izraqunati 571616 (mod 97).

Rexe�e: Kako je 97 prost broj i nzd(57, 97) = 1 onda se mo�e primeniti
Mala Fermaova teorema pa va�i 5796 ≡ 1 (mod 97). Otuda dobijamo da je:
571616 ≡ (5796)16 ∗ 5780 ≡ 5780 ≡ (−40)2∗40 ≡ 160040 ≡ 4840 ≡ (482)20 ≡
(24 ∗ 96)20 ≡ (−24)20 ≡ ((−24)2)10 ≡ 57610 ≡ (6 ∗ 96)10 ≡ 610 ≡ 210 ∗ 310 ≡
962 ∗ 38 ≡ 38 ≡ 812 ≡ (−16)2 ≡ 356 ≡ 62.

Zadatak 41 Oceniti slo�enost izraqunava�a BN ; faktorizacije N de	e�em
sa brojevima ma�im od

√
N .

Rexe�e:

Zadatak 42 Napraviti tablicu stepenova, odnosno logaritama, u F2[x]/(x3+
x2 +1)∗ ako je generator x. Koriste�i ove tabele izraqunati (x2 +1)(x2 +
x + 1).
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Rexe�e:
n 0 1 2 3 4 5 6
xn 1 x x2 x2 + 1 x2 + x + 1 x + 1 x2 + x

Na osnovu ove tabele x2 + 1 = x3, x2 + x + 1 = x4; pa je
(x2 + 1)(x2 + x + 1) = x3 ∗ x4 = x7 = 1.

Zadatak 43 Neka je n proizvod razliqitih prostih brojeva. Neka su brojevi
d, e ∈ N takvi da za svaki prost p|n va�i p − 1|de − 1. Dokazati da je
ade ≡ a (mod n) za svako a, qak i ako je nzd(a, n) > 1.

Rexe�e: Treba dokazati da je ade ≡ a (mod n), odnosno da
n|ade − a = a(ade−1 − 1). Kako je n = p1 ∗ p2 ∗ ...pk, za neke proste brojeve pi,
dovo	no je da doka�emo da za svaki broj pi koji deli n va�i
pi|a(ade−1 − 1).
U nastavku zadatka �emo sa p oznaqavati proizvo	an prost broj pi|n.
Razlikujemo dva sluqaja:

• nzd(p, a) = p

Tada je izraz trivijalno ispu�en.

• nzd(p, a) = 1

Tada va�i Mala Fermaova teorema: ap−1 ≡ 1 (mod p), tj. va�i da
p|ap−1 − 1.

Na osnovu pretpostavke zadatka va�i p− 1|de− 1 pa onda postoji m
tako da je de− 1 = m(p− 1). Onda se desni deo izraza mo�e zapisati
kao

ade−1 − 1 = am(p−1) − 1 = (ap−1)m − 1m,

xto je de	ivo sa ap−1 − 1 a to je de	ivo sa p, qime je pokazano
�e	eno tvr�e�e.

Zadatak 44 Dokazati da u po	u Fq, ako je q = pk, p { prost broj, va�i
(a + b)p = ap + bp.

Rexe�e: Kako je q = pk, dovo	no je pokazati da tvr�e�e va�i po
modulu p. Odnosno dovo	no je pokazati da va�i da p|(a + b)p − ap − bp.

Kako je (a + b)p =
∑p

k=0

(
p
k

)
ap−kbk, onda je (a + b)p − ap − bp =

∑p−1
k=1

(
p
k

)
xto

je jednako nuli po modulu p jer je svaki sabirak jednak nuli po modulu p.

Naime, kako je
(

p
k

)
= p!

k!(p−k)! = p∗(p−1)...(p−k+1)
k! , onda za 1 ≤ k ≤ p− 1 va�i

da p|
(

p
k

)
, qime je dokazano naxe tvr�e�e.

Zadatak 45 Na eliptiqkoj krivoj y2 = x3 − 362 neka je P = (−3, 9) i
Q = (−2, 8). Odrediti P + Q i 2P .

Rexe�e:

Zadatak 46 Koliko rexe�a ima jednaqina xm ≡ 1 (mod n) za razliqite
vrednosti m, m < n?
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Rexe�e:

Zadatak 47 Ako je korisnik grexkom u sistemu RSA izabrao n = p (p {
prost), dokazati da je sistem lako razbiti.

Rexe�e:

Zadatak 48 Pokazati da ako x2 ≡ d (mod n) ima rexe�e, i n = pq (p, q {
prosti), onda ova kongruencija ima 4 rexe�a.

Rexe�e: Ako postoji jedno rexe�e x0 takvo da je x2
0 ≡ d (mod p)q onda

je drugo rexe�e x1 = pq − x0. Naime,
x2

1 ≡ (pq − x0)2 ≡ (pq)2 − 2pqx0 + x2
0 ≡ x2

0 ≡ d (mod p)q.
Tre�e i qetvrto rexe�e tra�imo tako da zadovo	avaju jednaqinu
pq|x2 − d ≡ x2 − x2

0 ≡ (x− x0)(x + x0). Kako su p i q prosti brojevi to
znaqi da mora da va�i p|x− x0 i q|x + x0 (ili obratno).
To znaqi da va�i x ≡ x0pmodp i x ≡ −x0pmodq, odnosno da postoje celi
brojevi m1 i m2 takvi da va�i x− x0 = p ∗m1 i x + x0 = q ∗m2. Kada
oduzmemo drugu jednaqinu od prve dobijamo 2x0 = q ∗m2 − p ∗m1.
Kako su p i q prosti brojevi, oni su i uzajamno prosti brojevi pa na
osnovu Euklidovog algoritma va�i da postoje jedinstveni celi brojevi a
i b takvi da va�i a ∗ p + b ∗ q = 1. Nakon mno�e�a ove jednaqine sa 2x0

dobijamo da va�i 2a ∗ p ∗ x0 + 2b ∗ q ∗ x0 = 2x0, odnosno dobijamo da je
m2 = 2b ∗ x0 i m1 = −2q ∗ x0, tj. x = x0 + p ∗m1 = x0 − 2a ∗ p ∗ x0 (mod p).
Qetvrto rexe�e se dobija na isti naqin za sluqaj kada q|x− x0 i p|x + x0.

Zadatak 49 Broj x, 1 ≤ x ≤ n−1 je nepokretna taqka za RSA sistem sa
modulom n ako se preslikava u samog sebe. Dokazati: ako je x nepokretna
taqka, onda je i n− x nepokretna taqka.

Rexe�e:

Zadatak 50 Pokazati da u sistemu RSA sa parametrima p, q, e, d ima
r+s+rs nepokretnih taqaka, gde je r = nzd(p−1, e−1), s = nzd(q−1, e−1)

Rexe�e:

Zadatak 51 Pretpostavimo da svaki korisnik A ima tajni par transformacija
fA : P → P gde je P fiksirani skup mogu�ih otvorenih tekstova. Alisa
�eli da Bobanu sigurno prenese poruku primenom Mesi{Omura postupka,
tj. Alisa xa	e fA(P ) Bobanu, koji joj zatim xa	e fB(fA(P )), itd. Opisati
uslove koje treba da zadovo	i sistem funkcija fA da bi sistem funkcionisao.

Rexe�e:

Zadatak 52 Za eliptiqku krivu E : y2 = x3 + Ax + B izvesti izraze za
zbir dve taqke P + Q, odnosno P + P .
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Rexe�e: Neka su koordinate taqaka P (x1, y1) i Q(x2, y2). Za raquna�e
zbira razliqitih taqaka potrebno je odrediti jednaqinu prave koja ih
sadr�i:
y = k ∗ x + n, gde je k = y2−y1

x2−x1
, n = −k ∗ x1 + y1.

Nakon toga je potrebno izraqunati presek ove prave sa eliptiqkom
krivom:
(kx + n)2 = x3 + Ax + B, nakon qega se dobije jednaqina tre�eg stepena:
x3 − k2x2 + (A− 2kn)x + B − n2 = 0 koja mora imati tri rexe�a (od kojih
su nam dva ve� poznata: x1 i x2) pa se mo�e zapisati i u obliku
(x− x1)(x− x2)(x− x3) = 0. Kada se ova jednaqina raspixe dobija se
x3 − (x1 + x2 + x3)x2 + (x1x2 + x2x3 + x3x1)x− x1x2x3 = 0.
Nakon izjednaqava�a koeficijenata uz odgovaraju�e stepene od x dobija
se koordinata tre�e preseqne taqke: x1 + x2 + x3 = k2, tj.
x3 = k2 − x1 − x2, i odgovaraju�a y koordinata y3 = k ∗ x3 + n.
Taqka koja je jednaka zbiru taqaka P i Q ima koordinate (x3,−y3).
Da bi se izraqunao zbir P + P potrebno je odrediti jednaqinu tangente
na eliptiqku krivu u toj taqki. Koeficijent tangente se dobija pomo�u
odre�iva�a izvoda, tj. 2y(x) ∗ k = 3x2 + A, odakle se dobija da je

k = 3x2
1+A
2y1

. Nada	e je proces raquna�a isti kao u prethodnom sluqaju s

tim xto je x2 = x1 pa se dobija da je x3 = k2 − 2 ∗ x1 i y3 = k ∗ x3 + n. Pa
taqka koja je jednaka zbiru taqke P sa samom sobom ima koordinate
(x3,−y3).

Zadatak 53 Dokazati da eliptiqka kriva nad po	em Fq ima najvixe 2q+
1 taqku.

Rexe�e: Sve taqke eliptiqke krive mogu biti predstav	ene u obliku
(x, y), gde x, y ∈ Fq. To znaqi da mogu�ih vrednosti za x koordinatu ima
najvixe q. Za svaku x koordinatu mogu postojati najvixe dve tacke (sa
jednakim y koordinatama po apsolutnoj vrednosti) koje joj odgovaraju.
Ukupno to je 2q taqaka. Osim tih taqaka i beskonaqno daleka taqka uvek
pripada eliptiqkoj krivoj xto ukupno daje 2q + 1 taqaka.

Zadatak 54 Za eliptiqku krivu E : y2 = x3 + 3x + 8 nad po	em F13

a) pokazati da je skup taqaka krive

E(F13) = {�, (1, 5), (1, 8), (2, 3), (2, 10), (9, 6), (9, 7), (12, 2), (12, 11)};

b) izraqunati (1, 8) + (9, 7), 2(9, 7);

v) pokazati da (1, 5) generixe krivu, a zatim napraviti tabelu umno�aka
te taqke i tabelu logaritama;

g) koriste�i ovu tabelu izraqunati (12, 11)+(2, 3), (12, 2)+(9, 6), 25(9, 7).

Rexe�e:
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a) Mogu�e vrednosti za x koordinate su {0, 1, . . . , 12}. Proveravamo za
koje vrednosti mo�e da se na�e rexe�e jednaqine. Potrebne su nam i
sve mogu�e vrednosti za y i vrednosti kvadrata:

y 0 ±1 ±2 ±3 ±4 ±5 ±6
y2 0 1 4 9 3 12 10

Za x = 0, nema rexe�a jer va�i da je x3 + 3x + 8 = 8, xto nije jedna
od mogu�ih vrednosti kvadrata.

Za x = 1, x3 + 3x + 8 = 12 = (±5)2, xto znaqi da su taqke (1, 5) i
(1, 8) rexe�a jednaqine.

Za x = 2, x3 + 3x + 8 = 9 = (±3)2, xto znaqi da su taqke (2, 3) i
(2, 10) rexe�a jednaqine.

Za x = 9, x3 + 3x + 8 = 10 = (±6)2, xto znaqi da su taqke (9, 6) i
(9, 7) rexe�a jednahine.

Za x = 12, x3 + 3x + 8 = 4 = (±2)2, xto znaqi da su taqke (12, 2) i
(12, 11) rexe�a jednaqine.

Za vrednosti x = 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11 dobijaju se redom vrednosti
x3 + 3x + 8 = 5, 6, 7, 8, 8, 11, 11, 7 xto nisu kvadrati pa nema vixe
rexe�a date jednaqine.

Skup taqaka krive je znaqi:

E(F13) = {�, (1, 5), (1, 8), (2, 3), (2, 10), (9, 6), (9, 7), (12, 2), (12, 11)};

b) Za raquna�e zbira taqaka (1, 8) i (9, 7) potrebno je prvo odrediti
jednaqinu prave koja ih sadr�i. Na osnovu formula izvedenih u
jednom od prethodnih zadataka dobija se da je ta prava odre�ena
jednaqinom y = 8x (odnosno k = 8, n = 0) i da taqka koja predstav	a
zbir odre�ena jednaqinom
(x3,−y3) = (k2 − x1 − x2,−(k ∗ x3 + n)) = (2, 10).

Za raquna�e vrednosti 2(9, 7) = (9, 7) + (9, 7) potrebno je odrediti
jednahinu tangente na datu eliptiqku krivu u taqki (9, 7). Na
osnovu ranije izvedenih formula dobijamo da je jednaqina te
tangente y = 12x + 3, (odnosno k = 12, n = 3) pa je taqka koja
predstav	a ovaj zbir odre�ena jednaqinom
(x3,−y3) = (k2 − x1 − x1,−(k ∗ x3 + n)) = (9, 6).

v) Da bi pokazali da je taqka G = (1, 5) generator ove krive potrebno je
izraqunati vrednosti 2G, 3G, . . . , 8G. Na osnovu formula izvedenih
u jednom od prethodnih zadataka lako se dobija slede�a tabela:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
nG � (1, 5) (2, 10) (9, 7) (12, 2) (12, 11) (9, 6) (2, 3) (1, 8)

g) Na osnovu tabele sve taqke mo�emo izraziti preko generatora. Taj
skup qini cikliqnu grupu koja ima 9 taqaka.
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(12, 11) + (2, 3) = 5G + 7G = 12G = 3G = (9, 7)

(12, 2) + (9, 6) = 4G + 6G = 10G = G = (1, 5)

25(9, 7) = 25 ∗ 3G = 75G = 3G = (9, 7).

Zadatak 55 Za PUKDH koristi se eliptiqka kriva iz prethodnog zadatka.
Ako se koristi generator (2, 3), a tajni k	uqevi su eA = 4, eB = 5,
odrediti taqku koja se dobija kao rezultat usaglaxava�a.

Rexe�e: Neka je G(2, 3). Javni k	uqevi su
GeA = 4 ∗G = 4 ∗ 7 ∗ (1, 5) = 28(1, 5) = (1, 5) i
GeB = 5 ∗G = 5 ∗ 7 ∗ (1, 5) = 35(1, 5) = 8(1, 5) = (1, 8).
Taqka koja se dobija kao rezultat usaglaxava�a je
((GeA)eB = eB ∗GeA = 5(1, 5) = (12, 11).

Zadatak 56 Za sistem ElGamal koristi se eliptiqka kriva iz pretprethodnog
zadatka, a generator iz prethodnog zadatka. Ako su tajni k	uqevi eA = 5,
eB = 3, prikazati postupak xifrova�a poruke M = (12, 11) (koristi se
sluqajni broj k = 4), a zatim postupak dexifrova�a xifrata.

Rexe�e: U sistemu ElGamal javno se objav	uje par (Gk,M ∗ (GeB )k).
Izraqunavamo Gk = 4G = 4(2, 3) = 4 ∗ 7 ∗ (1, 5) = (1, 5),
GeB = 3G = 3(2, 3) = 3 ∗ 7 ∗ (1, 5) = 21(1, 5) = 3(1, 5) = (9, 7),
(GeB )k = 4 ∗ (9, 7) = 4 ∗ 3 ∗ (1, 5) = 12(1, 5) = 3(1, 5) = (9, 7),
M ∗ (GeB )k = (12, 11) + (9, 7) = 5(1, 5) + 3(1, 5) = 8(1, 5) = (1, 8), i dobijamo
(Gk,M ∗ (GeB )k) = ((1, 5), (1, 8)).
Postupak dexifrova�a se sastoji u izraqunava�u poruke M na osnovu
objav	enog para taqaka: M = [M ∗ (GeB )k] ∗ [(GeB )k]−1.
Na osnovu objav	enog para taqaka raquna se:
(Gk)eB = eB ∗ (1, 5) = 3(1, 5) = (9, 7),
[(GeB )k]−1 = ((Gk)eB )−1 = −(9, 7) = −3(1, 5) = 6(1, 5) = (9, 6),
M = [M ∗ (GeB )k] ∗ [(GeB )k]−1 = (1, 8) + (9, 6) = 8(1, 5) + 6(1, 5) = 14(1, 5) =
5(1, 5) = (12, 11).

Zadatak 57 U sistemu autentikacije zasnovanom na RSA korisnik A
izabrao je javni k	uq e = 7 i n = 77. Ako je on od B dobio broj 23, kako
treba da glasi �egov odgovor, da bi sagovornika ubedio u svoj identitet?

Rexe�e: Javni podaci su (n, e), a tajni podaci su (d, p, q), gde je n = pq,
a d se dobija preko jednaqine d ≡ e−1 (mod φ)n gde je e broj za koji va�i
nzd(e, φn) = 1.
U ovom sluqaju p = 7, q = 11, e = 7, d = 43. Tada je poruka koja se xa	e
jednaka Md = 2343 (mod 7)7 = 23.

Zadatak 58 Za digitalne potpise zasnovane na sistemu RSA korisnici
A iB imaju javne k	uqeve eA = 3, nA = 15, odnosno eB = 7, nB = 77. B
�eli da poxa	e poruku M = 4 kao potpis nekog teksta. Koji celi broj
on treba da poxa	e?
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Rexe�e: Korisnik A ima svoj par javnih k	uqeva (nA, eA) i tajni k	uq
dA, B ima svoj par javnih k	uqeva (nB , eB) i tajni k	uq dB . Ako
korisnik B xa	e poruku kao potpis on �e izraqunati vrednost MdB

(mod n)B . Kako je dB = e−1
B (mod n)B = 7−1 (mod 7)7 = 43, vrednost koja

se xa	e je MdB (mod n)B = 443 (mod 7)7 = 53.

Zadatak 59 Dokazati da za digitalne potpise zasnovane na RSA va�i
slede�e tvr�e�e: ako je S1 potpis poruke m1, a S2 potpis poruke m2, onda
je S1S2 potpis poruke m1m2.

Rexe�e: Potpis poruke m1 je vrednost S1 = md
1, potpis poruke m2 je

vrednost S2 = md
2. Potpis poruke m1m2 �e biti vrednost

S = (m1m2)d = md
1m

d
2 = S1S2.

Zadatak 60 Korisnik A ima javni k	uq e = 11, n = 899. Kako glasi �egov
RSA digitalni potpis poruke 876?

Rexe�e: Kako je n = 899, φn = φ29 ∗ 31 = 840. Nakon toga raquna se
d = e−1 (mod φ)n = 11−1 (mod 8)40 = 611 (mod 8)40. Digitalni potpis
poruke M = 876 je Md (mod n) ≡ 876611 (mod 8)99 ≡ 225.

Zadatak 61 ElGamal digitalni potpis. Osoba A bira prost broj p =
21739 i primitivni koren g = 7, a zatim tajni k	uq aA = 15140.

a) Koji je �en javni k	uq?

b) Xta je potpis poruke S = 5331 ako se koristi k	uq sesije k = 10727?

b) Kako primalac B proverava potpis?

Rexe�e:

a) Javni k	uq je gaA (mod 21739) = 17702.

b) Potpis poruke S = 5331 se raquna uz pomo� r = gk

(mod 21739) = 15755, x = (S − aAr)k−1

(mod 21738) = (5331− 15140 · 15775) · 6353 ≡ 791 (mod 21738) i glasi
(r, x, S) = (15755, 791, 5331).

b) Da bi primalac B proverio potpis on mora da izraquna i uporedi
(gaA)rrx = 1770215775 · 15775791 ≡ 13897 (mod 21739) i
gS = 75331 ≡ 13897 (mod 21739), xto su iste vrednosti.

Zadatak 62 Odrediti veri�ni razvoj brojeva
√

3,
√

5,
√

7, 7
23 , π i odrediti

prvih 8 parcijalnih razlomaka.
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Rexe�e: Veri�ni razvoj broja
√

3 je [1, 1, 2, 1, 2, ...], a prvih 8
parcijalnih razlomaka se nalaze u narednoj tabeli:

n -1 0 1 2 3 4 5 6 7

an 1 1 2 1 2 1 2 1

Pn 1 1 2 5 7 19 26 71 97

Qn 0 1 1 3 4 11 15 41 56

Veri�ni razvoj broja
√

5 je [2, 4, 4, 4, 4...], a prvih 8 parcijalnih
razlomaka se nalaze u narednoj tabeli:

n -1 0 1 2 3 4 5 6 7

an 2 4 4 4 4 4 4 4

Pn 1 2 9 38 161 682 2889 12238 51841

Qn 0 1 4 17 72 305 1292 5473 23184

Veri�ni razvoj broja
√

7 je [2, 1, 1, 1, 4, 1, 1, 1, 4, ...], a prvih 8 parcijalnih
razlomaka se nalaze u narednoj tabeli:

n -1 0 1 2 3 4 5 6 7

an 2 1 1 1 4 1 1 1

Pn 1 2 3 5 8 37 45 82 127

Qn 0 1 1 2 3 14 17 31 48

Veri�ni razvoj broja 7
23 je [0, 3, 3, 2]. Kako je u pita�u racionalan broj, i

veri�ni razvoj i broj parcijalnih razlomaka je konaqan:
n −1 0 1 2 3
an 0 3 3 2

Pn 1 0 1 3 7

Qn 0 1 3 10 23
Veri�ni razvoj broja π je [3; 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2, ...], a prvih 8
parcijalnih razlomaka se nalazi u narednoj tabeli:

n -1 0 1 2 3 4 5 6 7

an 3 7 15 1 292 1 1 1

Pn 1 3 22 333 355 103993 104348 208341 312689

Qn 0 1 7 106 113 33102 33215 66317 99532

Zadatak 63 Odrediti orbite za linearne pomeraqke registre: 1 + x2 +
x3 + x4, 1 + x + x5, 1 + x + x6.

Rexe�e:

• Ako je linearni pomeraqki registar zadat polinomom
P (x) = 1 + x2 + x3 + x4, to znaqi da je funkcija koja daje posled�i
bit narednog sta�a definisana sa (b0, b1, b2, b3) = (1, 0, 1, 1), tj.
f(s0, s1, s2, s3) = s0 + s2 + s3.

Kako je n = 4 to znaqi da ukupno imamo 24 = 16 sta�a. Prilikom
odre�iva�a orbita kre�emo od proizvo	nog sta�a, na primer
(1, 0, 0, 0) i dobijamo prvu orbitu (koja ima 7 elemenata):
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1000
0001
0011
0110
1101
1010
0100

Za odre�iva�e naredne orbite biramo sta�e koje se ne nalazi u
prethodnoj orbiti, na primer (1, 1, 1, 0) i dobijamo drugu orbitu
(koja ima isto 7 elemenata):

1110
1100
1001
0010
0101
1011
0111

Tre�u orbitu odre�uje samo jedno sta�e (0, 0, 0, 0) i qetvrtu orbitu
tako�e odre�uje samo jedno sta�e (1, 1, 1, 1).

• Ako je linearni pomeraqki registar zadat polinomom
P (x) = 1 + x + x5, to znaqi da je funkcija koja daje posled�i bit
narednog sta�a definisana sa (b0, b1, b2, b3, b4) = (1, 1, 0, 0, 0), tj.
f(s0, s1, s2, s3, s4) = s0 + s1.

Kako je n = 5 to znaqi da ukupno imamo 25 = 32 sta�a. Prilikom
odre�iva�a prve orbite uzimamo proizvo	no sta�e, prilikom
odre�iva�a druge orbite uzimamo proizvo	no sta�e koje se ne
nalazi u prvoj orbiti i tako da	e. Na taj naqin dobijamo 4 orbite
prikazane u narednoj tabeli:

Prva orbita 00001 00010 00100 01000 10001 00011 00110
01100 11001 10010 00101 01010 10101 01011
10111 01111 11111 11110 11100 11000 10000

Druga orbita 01110 11101 11010 10100 01001 10011 00111

Tre�a orbita 01101 11011 10110

Qetvrta orbita 0000

• Ako je linearni pomeraqki registar zadat polinomom
P (x) = 1 + x + x6, mo�emo odrediti orbite pomeraqkog registra na
naqin opisan u prethodnom primeru.

Drugi naqin da proverimo da li ovaj pomeraqki registar daje
orbitu maksimalne du�ine je da proverimo da li je polinom P (x)
primitivan. Odnosno, da proverimo da li je polinom P (x)
nesvod	iv i da li je x generator grupe F ∗

2n = F2[x]/P (x). Ukoliko je
2n − 1 prost broj onda je dovo	no proveriti da li je P (x) nesvod	iv.
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Da bi proverili da li je polinom P (x) = 1 + x + x6 nesvod	iv,
potrebno je za poqetak odrediti ostatak pri de	e�u sa x, i ostatak
pri de	e�u sa x + 1. Dobijaju se ostaci, redom, 1 i x. To znaqi da su
potencijalni delioci ovog polinoma samo nesvod	ivi polinomi
stepena 2 ili 3.

Kako postoji samo jedan nesvo�iv polinom stepena 2 i kako je
vrednost (1 + x2

x)3 = 1 + x + x3 + x5 + x6 to znaqi da ga taj polinom
ne deli.

Ostalo je jox da proverimo da li je de	iv polinomom stepena 3.
Postoje dva nesvod	iva polinoma stepena 3: 1 + x + x3 i 1 + x2 + x3

pa proveravamo da li je poqetni polinom jednak kvadratu jednog od
ova dva polinoma ili da li je jednak �ihovom proizvodu. Kako je
(1 + x + x3) ∗ (1 + x2 + x3) = 1 + x + x2 + x3 + x4 + x5 + x6,
(1 + x + x3)2 = 1 + x2 + x6 i (1 + x2 + x3)=1 + x4 + x6, to znaqi da je
polinom P (x) nesvod	iv.

Sada treba proveriti da li je x generator cikliqne grupe ostataka
po modulu P (x). Jedan naqin je da odredimo sve vrednosti
x0, x1, x2, . . . , x63. Drugi, malo br�i naqin, je da proverimo da li je
x63 = 1 i da li neki delilac broja 63 mo�da generixe cikliqnu
grupu, tj. treba da proverimo da li je xd! = 1, za d ∈ {3, 7, 9, 21, 27}.
Na naqin opisan u prethodnim zadacima lako se proverava da je
x63 = 1 i da je x3 = x3! = 1, x7 = x2 + x! = 1, x9 = x4 + x3! = 1,
x21 = x5 + x4 + x3 + x + 1! = 1 i x27 = x3 + x2 + x + 1! = 1, xto znaqi
da x jeste generator te grupe pa postoji orbita maksimalne du�ine.

Zadatak 64 Odrediti povratne sprege linearnog pomeraqkog registra du�ine
5 na osnovu otvorenog i xifrovanog teksta: OT = [4, 0] = [00100, 00000],
ST = [17, 30] = [10001, 11110].

Rexe�e:

Zadatak 65 Odrediti linearne kombinacije ulaza i izlaza najbli�e konstanti
za tabelu S u SAES , i za sbox-ove S1 i S4 za DES .

Rexe�e: Rexe�e se mo�e na�i u okviru E7el fajla u folderu
Kriptografija.

Zadatak 66 Rastaviti na qinioce 14873 postupkom koji koristi sluqajno
luta�e po modulu 14873.

Rexe�e: Postupak koji koristi sluqajno luta�e se sastoji od
izraqunava�a elemenata niza a koji je definisan sa a0 = 0,
am+1 = a2

m + 1 i odre�iva�u u svakom koraku vrednosti nzd(a2i − ai, n).
Kada dobijemo broj razliqit od 1 naxli smo jedan delioc broja n.
Taj postupak mo�e biti prikazan narednom tabelom:
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i ai a2i−1 a2i nzd(a2i − ai, n)
1 1 1 2 1
2 2 5 26 1
3 5 677 12140 1
4 26 3044 58 1
5 677 3365 4873 1
6 12140 8822 12149 1
7 3044 13423 5408 1
8 58 6147 8190 107

Xto znaqi da su delioci broja n brojevi 107 i n/107 = 139.

Zadatak 67 Primeniti Fermaov postupak faktorizacije na broj 21079.

Rexe�e: Fermaov postupak faktorizacije se sastoji prvo od raquna�a
vrednosti k = d

√
ne = 146, pa zatim raquna�a vrednosti

√
k2 − n i

pove�ava�a broja k dok se ne dobije celobrojna vrednost korena.
Postupak je prikazan u narednoj tabeli:

k
√

k2 − n
146 15,39
147 23,02
148 28,72
149 33,49
150 37,69
151 41,49
152 45

Nakon toga se delioci broja n dobijaju zahva	uju�i tome xto smo naxli
dva broja koji zadovo	avaju jednaqinu x2 − n = y2, tj.
n = x2 − y2 = (x− y)(x + y) = 107 ∗ 197.

Zadatak 68 Dokazati da su u po	u Q(
√
−5) algebarski celi brojevi oblika

a + b
√
−5, a, b ∈ Z.

Rexe�e: Broj je algebarski ako je najstariji koeficijent �egovog
minimalnog polinoma jednak 1. Odredimo f(x) minimalni polinom za
broj α = a + b

√
−5. Ako je α koren tog polinoma onda x− α|f(x), ali

tako�e i x− ᾱ|f(x) pa se minimalni polinom mo�e dobiti kao:
f(x) = (x− α)(x− ᾱ) = (x− a− b

√
−5)(x− a + b

√
−5) = x2 − 2ax + a2 + 5b2.

Kako koeficijenti minimalnog polinoma moraju biti celobrojni, odatle
mo�emo zak	uciti da ako su a ili b racionalni brojevi onda �e najma�i
koeficijent biti razliqit od 1, pa odatle sledi da a i b moraju biti
celi brojevi.

Zadatak 69 Dokazati da se u po	u Q(
√
−5) broj 2 ne mo�e rastaviti u

netrivijalni proizvod algebarskih celih brojeva.

Rexe�e: Treba dokazati da je jedini naqin da se broj 2 rastavi na
proizvod algebarskih celih brojeva jedan od slede�ih:
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2 = 1 ∗ 2 = 2 ∗ 1 = (−1) ∗ (−2) = (−2) ∗ (−1) (�ih smatramo trivijalnim
proizvodima).
Pretpostavimo suprotno: postoje algebarski celi brojevi a + b

√
−5 i

c + d
√
−5, a, b, c, d ∈ Z, tako da va�i

2 = (a + b
√
−5)(c + d

√
−5) = (ac− 5bd) + (ad + bc)

√
−5.

Pokuxavamo da reximo sistem od slede�e dve jednaqine:
ac− 5bd = 2
ad + bc = 0
Razmatra�emo dva sluqaja, kada je b = 0 i kada je b! = 0.
U sluqaju b = 0 dobija se da je d = 0 i da je ac = 2, xto znaqi da dobijamo
trivijalni proizvod.
U sluqaju b! = 0 ponovo razmatramo dva sluqaja, kada je d = 0 i kada je
d! = 0. Ako je d = 0 onda mora da va�i i c = 0 xto ne mo�e da va�i, pa
nam ostaje jox samo sluqaj kada je d! = 0. U tom sluqaju uvex�emo
promen	ivu t = a

b = − c
d , odnosno izrazi�emo promen	ive a i c preko

promen	ivih b, d i t na slede�i naqin:
a = bt, c = −dt.
Kada ove jednaqine ubacimo u poqetnu jednaqinu dobijamo:
2 = ac− 5bd = bt(−dt)− 5db = −bd(5 + t2). Kako je t ceo broj, mora da va�i
da je t2 > 0 pa je vrednost 5 + t2 > 5 > 2 xto je u kontradikciji sa
pretpostavkom da taj broj deli broj 2, qime smo dokazali da se broj 2 ne
mo�e rastaviti u netrivijalni proizvod.

Zadatak 70 U skupu Z(i) rastaviti na qinioce brojeve 11− 3i, 5 + 3i.

Rexe�e:

• Da bi rastavili broj 11− 3i na qinioce, prvo izraqunavamo
vrednost N(11− 3i) = 112 + 32 = 130 = 2 ∗ 5 ∗ 13. Xto znaqi da je
skup mogu�ih delioca jednak 1 + i, i, 2± i i 3± 2i.

Kako je 11−3i
2+i = 25−17i

5 , to znaqi da broj 2 + i nije jedan od delioca
pa pokuxavamo sa nekim drugim deliocem.
11−3i
2−i = 5 + i, pa 2− i jeste jedan od delioca. Da bi naxli ostale
delioce nastav	amo sa brojem 5 + i i preostalim deliocima iz
skupa mogu�ih delioca:
5+i
1+i = 3− 2i, xto znaqi da je 1 + i tako�e jedan od delioca, a kako
smo kao rezultat dobili broj 3− 2i koji se nalazi u skupu mogu�ih
delioca, to znaqi da faktorizacija izgleda ovako
11− 3i = (2− i)(1 + i)(3− 2i).

• N(5 + 3i) = 34 = 2 ∗ 17, pa je skup mogu�ih delioca jednak i, 1 + i,
4± i.

Kako je 5+3i
4+i = 23+7i

17 , to znaqi da broj 4 + i nije jedan od delioca pa
pokuxavamo sa nekim drugim.
5+3i
4−i = 1 + i, xto znaqi da je 5 + 3i = (1 + i)(4− i).
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