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1 Pemlenn 3amamnu

Bajarak 1 Jlokasamu da 6|m(m? + 5) easicu 3a npoussoman npupodnu 6poj
m.

Pememe: 3amarak permuTu KOPUMNEHEM MATEMATHYKE WHIYKIH]E.

1° 3a m = 1 uspaz m(m? + 5) je jeanak 6 ma je oBaj ciyuaj Tpubmjasan (6aza
UHIYKIH]E).

2° Tlpernocrasumo fa je m > 1 u ma saxu 6|m(m? + 5) (unaykiujcka
npernocraska). Jlokaszyjemo na saxu 6|(m + 1)((m + 1)? +5). Baxu
crmemeha jeHAKOCT:
(m+1)((m+1)2 +5) = m(m? + 5) + 3(m(m + 1) + 2).
Ha ocHOBY WHAYKITHjCKe TTPETIIOCTABKE MPBU WJIaH OBOT 30Upa je Ie/bUB
ca 6. JIpyru 4iad 36upa je ounrienHo jae/pus ca 6 (jemus je ca 3 u uspas
m(m + 1) je yBek napan). Tume je joKa3aHa MHIYKIA]jCKA XUIIOTE3A.

Pememe (apyru maumm): Uspas m(m? + 5) ce Moxe TpancdhopMucaTH Ha
caenehn Hagun:

m(m?+5) = m*+5m = m>—m+6m = m(m*—1)+6m = (m—1)m(m-+1)+6m

Kaxko je npousBos tpu cycenna 6poja yBeK jaepuB ca 6 (Makap jeJan of Tux
6pojesa 6uhie napan 6poj u 6apem jenan on Tux 6pojesa fie 6Guru nesbus ca 3)
npBu wWiaH 30upa je mespus ca 6. Ipyru wian 36upa je ounrieasHo maepus ca 6
ma je u 1eo 30up aesbuB ca 6.

Bagarak 2 Jloxasamu da 30|m® — m easicu 3a npouseoman npupodnu 6poj m.

5

Pemieme: Izpas m° — m ce moxe TpanchOpMUCaATH Ha caeaenn HAYMnH:

m® —m =m(m? — 1) =m(m? — 1)(m* + 1) = m(m — 1)(m + 1)(m?* + 1)

Osaj uspas je yBek me/buB ca 6 (Ipou3Box TpU y3acTonHa Opoja je YBEK Je/bUuB
ca 6). Ja 6ucmo gokazanu jga je oBaj uzpas jesbus ca 30 70BOJbO je jmoKa3aTu
Ja je nebuB ca b.

Bpoj m ce moxke 3anucaru ka0 m = 5k + r, upu yemy je r = 0, +1, £2.

Axo je r =0 ouma je 6poj m mepus ca b ma je u 1M€o u3pa3 JAeJbUB ca b.

Axo je r = £1 onga je jeman ox 6pojea r — 1, r + 1 me/bus ca b ma je u 1e0
n3pa3 JebUB Ca O.

Axo je r = +2 onma Baxu m? + 1 = (5k £+ 2)% + 1 = 25k? & 20k + 5 mTo je
JEJbUBO €a D 11a je U 11e0 u3pa3 Je/buB ca o.

Bajarak 3 Jloxasamu da 30/mn(m?* — n') sastcu sa npouseomne npupodne
bpojese m u n.



Pememe: Kaxo paxu ja je mn(m* —n?) = (m® — m)n +m(n — n®), u kaxo
cy nojeauHadHn cabupry gespuen ca 30 (Ha OCHOBY ITPETXOIHOT 3a/aTKa) OHJIA
cIeny U Ja je 1eo u3pas aebus ca 30.

Bajarak 4 Jlokasamu da 42\m” —m sasicu sa npouseoman npupodan 6poj m.

Pemieme: Ilokazsyje ce ma BaxKu

m’—m=m(m—1)(m+ 1)(m?>+m+1)(m?> —m+1).

ITpouseo mpBa Tpu YjIaHa je yBeK JTe/buB ca 6 Tma je JOBOJHHO JTOKA3aTH JIa je
€0 TIPOU3BOJ, IeJbUB ca 7.

Bpoj m ce moxke 3anucaru ka0 m = 7k + r, npu yemy je r = 0, £1,+£2, +3.

Axo je r =0 onma je m me/pUBO ca 7 ma je u 1eo U3pa3 Ie/bUB ca 7.
Axo je r = +1 onga je m? — 1 memuso ca 7.

Axo je r = £2 oHzIa ce MOTY YOUNUTH MOC/IEIHA ABA WIAHA TPOU3BOIA
(m?2 +m+1)(m? —m +1) = m* + m? + 1. Ocrarax npu gememy m? ca
7 je jennax 4, octarak npu gesbemy m* ca 7 je jenmax 2, ma je ocraTak
TIpH IeJbely ca 7 OBOT m3pas3a jeanak 0.

Axo je r = £3 younmo mspaz m* + m? + 1. Ocrarak npu gemersy m? ca 7 je
jennax 2, octarak mpu gesbemy m? ca 7 je jenmak 4, ma je ocrarax mpu
Jesbemy ca 7 oBor u3pasa jeanak 0.

Pewmemwe (apyru Haumn): 3aJaTak ce MOXKe PenuTH Kopuliliemem
MaTeMaTUJIKe HHIYKITH]je.

1° 3a m = 1 u3pa3s je jennak 0 ma je oBaj cay4daj TPUBHjAJIAH.

2° Ilpermocraska je ma je m > 1 u na u3pa3 Baxku 3a m. llocmarpajmo
pPa3INKyY
[(m+1)"—(m+1)]—[m"—m] = Tm®+21m5 + 35m™* + 35m3 + 21m? + Tm.
Omna je ounryieiHO JesbUBa Ca 7 YUMeE je JI0Ka3a WHIYKTHUBHA XUIIOTE3a.

Bamarak 5 Joxasamu da je 3a m € N npouszeod (m + 1)(m+2)...(m + m)
denue ca 2.

(2m)!

m!

Pememe: [laru u3pas ce moxe 3anucaTu Kao . 3ajarak ce pernaBa

KOpUITNEHEM MATEMATHIKE UHIYKITH]E.
1° 3a m = 1 u3pa3s je jemnak 2 ma je oBaj caydaj TPUBHjAJIAH.

2° TlpermocraBka je ma je m > 1 u ma w3pas Baxku 3a m. Tpeba moxazaTu 1a
JaTu u3pa3 BaxKu 1 3a m + 1.
Jlatu u3pas ce MOXKe TPUBHUJATHO TPAHCHOPMUCATH
2(m+1)! 9
(m+D)! —
Takohe JoKa3aHa.

(2m + 1)% OJIaKJIe BUJIVMO JI& j€ WHIYKTUBHA XUITOTE3a



Samarak 6 /oxasamu da je 6poj denus ca 3 axo my je 36up yudapa dewvus ca
3.

Pemreme: Ako Op0j 3alUIIEMO IPEKO HEroBux uudapa: dplq,_1 - . . ag,
BDEJHOCT TOT 6poja je D 10*  ay,. Cyma nmdapa Tor 6poja je oHIa
ZZZO ag- Ja 6ucmo mokazanm TBpheme TOBOJBHO je /18 MOKAXKeMO 12 je
pa3nuKa BpegHOCTH OpOja U CyMe HmeroBux udapa Ie/hbuBa ca 3, MITO ce
TPUBUJATIHO TTOKA3Yje:

e 10F s ap — S ar =Y (10F — 1) s ap =39 (1051 + ...+ 1),
Bagarak 7 Hexa je nzd(a,b) = 1. Jokasamu da je nzd(a + b,a — b) < 2.

Pememe: Hexka je k =nzd(a+b,a —b). Ako k nenmu a+b w a — b ouja k
Jlesn 1 36Up W pasiuky Ta asa 6poja: k|(a +b) + (a — b), 1j. k|2a, u

El(a+b) — (a — b), 1j. k|2b.

Kako ¢y a n b y3ajamuo mpoctu, Ha OCHOBY EyKImmoBOT ajaropmuTMa mocToje
O6pojeBr m u n Tako ma Baxku 1 = a x m + b x n. Ha ocHoBy mperxoaHor macyca
BaXKM u 1a k|2a * m u k|2b*n na onna k neaw u wUXOB 30U, Tj.

E|2axm +2bxn = 2% (am + bn) = 2 unme je J0Ka3aHO TBpherbe.

Bamarak 8 Hspauynamunzd(549,387), nzd (589, 343), nzd (12606, 6494), nzd (6188, 4709),
a samum uspasumy H3/ keo auneaprny xombunayujy mux 6pojesa.

Penieme:

e Onapenumo nzd(549,387). Kaga npumenumo Eykiunos anropuram

no0ujamo:
549 = 387x1+162
387 = 162x%2-+63
162 = 63%x2+36
63 = 36427
36 = 2749
27 = 9%x3+4+0

suaun nzd(549,387) = 9. Huz gemema Koju uunu Eynunos agropuram ce
KOpHUCTH 3a npeacrabambe H3/-a y obiuky nuHeapHe KOMOWHAIIN]E THX
6pojena:



9 = 36-27

36 — (63 — 36)
—63 4 36 * 2

—63 4 (162 — 63 % 2) % 2
= 162%2—63%5

162 %2 — (387 — 162 % 2) x5
—387 %5+ 162 x 12

—387 %5+ (549 — 387) % 12
= 549x%12—387 %17

e Ha ciamuan nauun ce nobuja na je nzd(589,343) =1 u
589 % 99 — 343 % 170 = 1, nzd (12606, 6494) = 382 u
—12606 + 6494 * 2 = 382, nzd(6188,4709) = 17 u
6188 * 121 — 4709 » 159 = 17.

Bajarak 9 Odpedumu 16071 (mod 841).

Pememe: 3a uspauyHaBame WHBEP3a KOPUCTUMO EyKAMA0B ajiropuram.
IMpumenom Eykiumosor ajsropurma mobujamo na je nzd(160,841) = 1 mro
3Haumn jga nocroju uaeep3. Kana wapazumo H3JL y obnuky nuneape
xoMmbuHanuje Tux 6pojesa mobmjamo ma je 1 = —39 % 841 + 205 * 160, ma je
160~ (mod 841) = 205.

Sagarak 10 Koauko wunusaua uma 6poj 9457

Pememe: Kama ce 6poj 945 pactasu Ha daxTope mobmja ce 945 = 33 x5 7.
®akropu 6poja 945 mory Gutu camo GpojeBu obsmmka 31 * 52 *x 793 e
ay €{0,1,2,3}, as € {0,1}, a3 € {0,1} mro 3ma9n 1a nx uMa 4 % 2 x 2 = 16.

Bagarak 11 Odpedumu 21099000 mod 7.

Pememe: Kaxo je 23 mod 7 = 1 Baxku ja je
333333
91000000 _ 9999999+1 _ 93+333333+1 _ 93333333 4, 9 __ 93 $2—1%2—9.

Sagarak 12 Odpedumu cea pewerva KoHzpyeHyuja
a) 3z =4 (mod 7)

6) 3z =4 (mod 12)

B) 9z =12 (mod 21)

r) 27z =25 (mod 256)

A) 27x =72 (mod 900)



b) 103z =612 (mod 676)

Pemnteme:

a) 3z =4 (mod 7)
Kana ce na ofe crpane jennauune noga 6poj 3, mobuja ce 3(x +1) =0
(mod 7), omrocHo z + 1 =0 (mod 7) (mormro je nzd(3,7) = 1). Onarie
ciemu na je x = —1 (mod 7), 1j. x =Tk — 1,k € Z.

6) 3z =4 (mod 12)
Jennaunna ce Mozke 3amucarn y ob6auky 12|3x — 4. Kako 3|12 1o 3Haun
Jla Mopa 13 Baxku ¥ 12 3|3z — 4, 1j. 3|3(z — 2) + 2 mTo HUKaKO Huje
HUCIYHEHO 113 cMO J00mIn KOHTpaanKiujy. Hema perema.

B) 9z =12 (mod 21)
Oga jegnaunna ce Mmoxe ckparutu ca 3. Kama ce to ypaau nobuja ce
jemmaumua 3z = 4 (mod 7) mrTo je 3amaraxk mof (@), MITO 3HAYM 1A je
pememe v =Tk — 1,k € Z.

r) 27z =25 (mod 256)
Jennauuna ce moxe 3anucaru y obsauky 256/27x — 25, mro 3navyu aa
TIOCTOjH Y TAKO A3 Baxkh 27x — 25 = 256y, onHOCHO 27T — 256y = 25.

IMpumenom Eykmumosor anropurma aobuja ce xa je nzd(27,256) =1 u
Ja Baxkn 1 = 27 % 19 — 256 % 2. Kaza ce Ta jeqnadymHa MOMHOXKHA ca 25
gobuja ce 25 = 27 % 950 — 256 x 50. Kaga ce oBa jemgHaunHa Oay3Me O
uHULEjaJIHe jeqHadnHe nobuja ce na Baxku 27(x — 950) — 256(y — 50) = 0,
1j. 27(xz — 950) = 256(y — 50). Kako cy 27 u 256 y3ajaMHO 1ipocru BazKu
1 je x — 950 = 256k, k € Z, 7j. = 950 + 256k, k € Z.

a) 27x =72 (mod 900)
OBa jemmaunHa ce MOYKe CKPATUTH ca 9 HAKOH Uera ce jgoduja 3r = 8
(mod 100). To 3uaun na Baxku 1003z — 8, Tj. MOCTOjU Yy TAKO Ja BaKU
3z — 8 = 100y. Kako cy 6pojesu 8 u 100 nespuBu ca 4, a 6poj 3 Huje
JeJbUB €3 4 TO 3HAYM 13 & MOpPa ODUTH Je/bUBO ca 4 1a MOoCToju
TPOMEHJbMBA z TaKo Ja Baxku x = 4z. Kama ce to ybanm y modueTHy
jemuauuny mobuja ce 12z — 100y = 8. Kaza ce Ta jeqnaunna momenu ca 4
nobwuja ce 3z — 25y = 2.

ITpumenom Eykanmosor amroputma qobnja ce nzd(3,25) =1 wu
1=1%25—-3%8, Tj. 2=2%25— 3% 16 mTO je jenHO pelleme jeTHAUNHE.
Jla 6w HANLIM OmIITe perieme Tpeba OAy3eTH jeTHAYNHE YuMe ce T00uja
25(2+y) — 3(2+16) = 0, 1j. 25(2 + y) = 3(z + 16) oxakze crenu 1a je
z 416 = 25k, k € Z, onHocHo © = 4z = 4(25k — 16) = 100k — 64,k € Z.

b) 103z = 612 (mod 676)
Jennauuna ce moxe 3anucaru y obuuky 676|103z — 612. Kako je
nzd(676,612) = 4 u 4 He meswm 103, To 3HauM Ha 4| na nmocToju 11€0 GPO]
z Tako na je x = 4z. Kama ce To ybanu y nmouerny jennaunny mobuje ce



676]103 x4z — 612. Kaua ce r1a jennauuna nouesu ca 4 nobuja ce ja Baxu
169|103z — 153, ogrocHO mocrojn y Tako ma Baxku 103z — 169y = 153.

IIpumenom Eyxmumosor anropurma nobuja ce aa je nzd(169,103) =1 u
ma Bazku 103 x 64 — 169 x 39 = 1. Kasma ce Ta jeqnagmna moMHOXKHU ca 153
nobuje ce ma Baxku 103 x 9792 — 169 % 5967 = 153. Kana ce Ta jeanauunna,
oJy3Me oj1 moverne gobduje ce aa Baxku 103 (z —9792) = 169 * (y — 5967),
omHOCHO z = 9792 4+ 169k1 = 159 + 169 * k, 1j. x = 636 + 676k, k € Z.

Bagarak 13 Odpedumu p(n) sa n =90,91,...,100.

Pemieme: Pememe he 6utn npukazano y tabenu. [Ipso he cBu 6pojeBu buru
dakropucanu ma fie ouma O6urn npukazane speanoctu Ojmepore yHKIMjE.

n 90 91 92 93 94 95 96 97| 98 99 100
Qaxtopn | 24325 | 7#13 | 22x23 | 331 | 2447 | 5+10 | 2043 | O7 | 2+72 | 32+ 11 | 22457
o(n) 24 72 44 60 16 72 32 (96| 42 60 40

Banarak 14 Jokxasamu: 6poj m je npocm axo u camo axo je o(m) =m — 1.

Pememe: Axko je 6poj mpocT oHza Cy CBH OPOjeBH MarbU OJ Hera y3ajaMHO
[IPOCTHU Ca bUM, 8 BbUX UMa M — 1 1a Mopa Ja Baxku aa je o(m) =m — 1.
Ca upyre crpate, ako Baxu Ja je p(m) = m — 1 onga cBu 6pojeBu Marbu Ol
hera Mopajy GUTH y3ajaMHO ITPOCTHU ca UM Ta Taj 6poj Mopa 6uTu pocT
(momiro ra He Jesu Hu jenan GPOj MakbU O Fhera).

Samarak 15 Pacmasumu na npocme wunuoue bpojese 82798848, 81057226635.

Pememe: obuja ce ma je 82798848 = 28 x 3° x 113 u na je
81057226635 = 33 % 5% 73 % 112 % 17 % 23 * 37.

3agarak 16 Pacmasumu na npocme wunuoue 6pojese 10!, 15!, 20!, 30!.

Pememe: Opu 6pojeBu ce JIako (DAKTOPUCY TAKO IITO ce (DAKTOPHUIITY EBUXOBU
yurnoru. Ha Taj naunn ce mobuja na je 10! = 28 * 3% % 52 71

15! =101 %23 %32 5% T+ 11 % 13 = 211 % 3% % 53 % 72 % 11 % 13,

200 = 15! %27 %32 %5 =218 %38 x 54« 7T+ 2% 11 % 13 % 17 % 19

30! = 20!%28x30 553572 x11x13%23%29 = 226531457+ 7 % 1125132517+ 19%23%29.

Sagarak 17 Ca xoauxo nyaa ce 3aspuasajy 6pojesu 50!, 100! %

Pememe: bpoj myna na kpajy 6poja fie onrosaparu creneny 6poja b
npuiukoMm dakropucama garux 6pojesa. Kako ce 6poj 5 Hamasu Ha cBaKOM
5-TOM MeCTy, U JOJATHO Ha CBAKOM 25 MECTy ce HaIa3H 52 MOXKe ce
3aksbyuuru na ce 6poj 50! 3appruasa ca 50/5 + 50/25 = 12 uyna, a ga ce 6poj
100! zaeprraBa ca 100/5 + 100/25 = 24 Hye.

Sagarak 18 Odpedumu ¢(n) sa n = 375,720,957, 988, 1200, 4320.




Pemieme: Pememe he Outn npukazano y radeiu:
n 375 | 720 | 957 | 988 | 1200 | 4320
w(n) | 200 | 192 | 560 | 432 | 320 | 1152

Samarak 19 Koaukxo uma 6pojeea 0d 1 do 120 xoju Hucy yaajemmo npocmu ca
307

Pememe: Kaxko je 30 = 2% 3 %5 u 120 = 2% % 3 x 5, 6pojesu koju Hucy
y3ajamuo mpoctu ca 30 Mopajy Outu obauka 27! x 3*2 % 5 rue je

a1 €40,1,2,3}, as € {0,1}, a3 € {0,1} (uckspyuyjyhu jenununy), na ux uma
ykymHO 4% 2% 2 — 1 = 15.

Sagarak 20 3ua ce da je p(a) = 120 u da je a = pq, 2de cy p, ¢ npocmu
bpojesu. Odpedumu a, axo je p — q = 2.

Pememe: Kako cy p u ¢ npoctu 6pojeBu, U KaKO BaXKU 12 je p — ¢ = 2 OHJA

Baxkn 1a je 120 = p(a) = ¢(p)p(q) = (p — 1)(¢ — 1) = ¢* — 1, omnocro q = 11,
p =13 ma je a = 143.

Samarak 21 Jlokazamu da 36up xeadpama nem y3acmonHux yesux 6pojesa e
MoOdtCe bumu nomnyny Keadpam.

Pemieme:

36up KBajpaTa 1eT y3acronHUX LeauX 6pojeBa MOXKe ce IpeicTaBuTu Kao: (n —
2)2+(n—1)2+n%+ (n+1)%+ (n+ 2)% Bpoj n ce MO)e TpeJCTaBUTH KAO
n =5k +r, r=0,41,+2. Onza je speanoct cyme jemnaka 5 * ((5k + )2 + 2).
Jla 6m oBa cyma Ouia KBajpat oHa 6poj 5 Mopa gemutu uzpas (5k + )2 + 2.

Kako r moxe 6utn 0,+1,+2, mobuja ce g3 je BpeaHOCT OBOr M3pas3a Mo
Momyny 5 pemom 2,3,1, mTo 3HAYK /13 MOYETHA CyMa HUKAKO HE MO3e OnTHh
KBaIPAT IeJIOT Opoja.

3amarak 22 Odpedumu cea uesobpojua pewera jednavwuna 53x + 47y = 1,
22z 4 32y = 18.

Pememe:

e 53z + 47y =1.

Ipumenom Eykaumoeor anropurma nobuja ce na je 1 = nzd{53,47} u na
BakU 8 % 53 — 9 x 47 = 1 unme 100MjaMO jeTHO pEIlemhe 1aTe jeTHaunHe.
Kazma ce oBa jeqnaumua omy3me o MOUeTHE H00mja ce 1a je

53(x — 8) = —47(y + 9). Kako cy 53 u 47 y3ajaMHO IpocTu TO 3HAYM JIA
MOPa TIOCTOjaTH 11e0 Opoj k Tako ma Baxku na je r = 8 + 47k,

y = —b3k — 9, mITo je pereme MOYETHE jeTHATNHE.

o 227 4 32y = 18.

Hakon nemema ca 2 jennaunna nocraje 11x 4+ 16y = 9. I[Ipumenom
Eyksunosor anropurma nobuja ce 1a je 1 = nzd{11,16} u na Baxn



11 %3 — 16 x 2 = 1. HakoH MHOXKEma MOCTEIbe jeHaqnnae ca 9 gobuja ce
11 %27+ 16 * (—18) = 9. Kaza ce oBa jenHaunHA Oy3Me O TOYETHE
nobuja ce ga je —11(x — 27) = 16(18 + y). Kako cy 11 u 16 y3ajamuo
MIPOCTH, TO 3HAYN Ja MOCTOju 11e0 Opoj k Tako ma BaxKu 14 je

x = 16k + 27, y = 11k — 18, mTo je pereme MOYETHE jeTHAYNHE.

3anarak 23 Hanpasumu mabeay underxca no modyay 29 ca ocnosom 2 u mabeay
undexca no modyay 23 ca ocrnogom 3.

Pemieme:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
2"(mod29) | 1 2 4 & 16 3 6 12 24 19 9 18 7 14 28
n 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

2"(mod29) | 27 25 21 13 26 23 17 5 10 20 11 22 15 1
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
5"(mod23) | 1 5 2 10 4 20 &8 17 16 11 9 22 18 21 13
n 15 16 17 18 19 20 21 22
5"(mod23) |19 3 15 6 7T 12 14 1

Bagarak 24 Axo je nzd(a,n) = 1, doxasamu da je a=* = a®™~2 (mod n).
Pememe:

Bamarak 25 Pewumu jednavune 52° = 38 (mod 29), 23" =9 (mod 29), 3* =
7 (mod 23), 3" =6 (mod 23).

Pememe:

(a) 527 =38 (mod 29)

HAaKOH CBODema 1o Moyiy 29, oBaj npobiem ce cBoau Ha 237 = 9
(mod 29) mrTo je Apyru meo OBOT 3a7aTKa.

(6) 23* =9 (mod 29)
W3 tabne mobujere y jeqHOM O MPETXOAHUX 33aTaKa MOXKE C€ BHICTH
naje 9 =210 (mod 29), 23 = 2%2° (mod 29) na gobujamo ma je 2200 = 210
(mod 29) omrocuo 29[220¢ — 210 = 2104 (2202=10 _ 1) Kaxko 6poj 2! nuje
nemus ca 29 To 3naun ma je 2292710 =1 (mod 29). U3 Tabene nobujamo
na je 1 =22 (mod 29) mTo 3HauM fa MOCTOjU T1e0 BPOj N TAKO /1 BAXKH
20z — 10 = 28n, 1j. 28|20 — 10 = 2(10x — 5). Bpoj 28 je nemus ca 4, a
BPEIHOCT Ca JIeCHe CTpane Huje gespuBa ca 4 jep je u3pa3 10x — 5 ysek
uenapad. OTyna cjaeau Ja 0Baj 3aJaTak HEMa Delllemha.

(m) 3* =7 (mod 23)
W3 tabne mobujere y jeqHOM O MPETXOAHUX 33aTaKa MOXKE CE€ BHICTH
naje 3=2°% (mod 29) u 1a je 7= 2'2 (mod 29). Oryna nobujamo 1a je
29|212(252=12 _ 1), Kako 29 ne nemu 22 nobuja ce aa je 29252712 — 1.
W3 Tabene ce nobuja na je 1 = 228 (mod 29) mTo 3Ha4M 12 MOCTOjH 1e0



0poj n Tako ga Baxku dx — 12 = 28n. Kako 4 nemm u 6poj 12 u 6poj 28
OHJIa TOCTOju T1e0 6poj z Tako ma je © = 4z. Oryna crenu na je

20z — 12 = 28n, 1j. 5z — 3 = Tn. Oryna cienu aa

7152 —3="52—3—7=>5z—10 = 5(z — 2), oaxocHo 7|z — 2 ma nocroju
1eo 6poj k Tako na Baxu z = 7k + 2. Oryna mobujamo ma je

x =4z = 4(7k + 2) = 28k + 8 w0 je peluerme HALIET 33 JaTKA.

(m) 3* =6 (mod 23)

W3 tabene mobujere y jeHOM O MPETXOMHUX 33/IaTAKa MOXKE CE€ BHIETH
na je 3 =5 (mod 23), 6 = 5'8. Oryna nobujavo na Bazku

23|58 (516218 _ 1) Kako 23 ne mequ 5 To 3naun na mopa ja Bazku
23|5162=18 _ 1, U3 rabene sumamo ma je 1 = 522 (mod 23) mrro 3naun ma
Baxku ma 22|16z — 18. Oryna mobujamo

11182 —9=8x — 9+ 11 = 8z + 2 = 2(4x + 1) wro 3Ha4N Ja BaxKu

114z +1 =42+ 1411 = 4z + 12 = 4(z + 3). Oryna nobujamo na
mocToju 1e0 6poj n Tako aa je x = 1ln — 3 = 11n 4 8 na je pemerse Hale
jemuaunbe x = 8 (mod 11).

Bagarak 26 Odpedumu cee 2enepamope Z/nZ* 3a n = 23,29.

Permieme:

3a npocr 6poj p Baxu, aKo je g reHepaTop IMKJIM4YHe rpyne I oHna je u gF
reHeparop Te rpyme akko nzd(k,p — 1) = 1.

3a n = 23 remeparop je 6poj b ma je oHiA U CBAKA BpemHOCT 06MKa 5P
reneparop re rpyne akko nzd(k,22) = 1. Kako je ckyn 6pojesa koju cy
y3ajamuo mpocru ca 22: {1,3,5,7,9,13,15,17,19,21} To 3Hauu na je ckyn
reuweparopa: {5,10,20,17,11,21,19,15,7,14}.

3a n = 29 reneparop je 6poj 2 na je u csaxa Bpeauoct obiuxa 2F remeparop
Te rpyne akko nzd(k,28) = 1. Kaxko je ckyn 6pojesa Koju ¢y y3ajaMHO TIPOCTH
ca 28: {1,3,5,9,11,13,15,17,19,23,25, 27} To 3Ha4YHU Ja je CKyI Te€HEpATOpPA:
{2,8,3,19,18,14,27,21,26,10,11,15}.

Bamarak 27 Hspauynamu 5-1 (mod 29), 7-! (mod 29), 2171 (mod 29), 39~*
(mod 23), (—1)~! (mod 23).

Pemieme:

(a) 57! (mod 29)

Tpaxumo pememe jennaaune 5+ = 1 (mod 29). U3 Tabese Bumumo na
je 1=2% (mod 29) u na je 5 = 222 (mod 29). Oryna nobujamo 1a je
x =282 1j. 2=2%=6 (mod 29).

(6) 77! (mod 29)
W3 Tabere suanmo ja je 7 = 212 (mod 29), na je z = 216 = 25.

() 217! (mod 29)
U3 tabene suauvo ma je 21 = 217 (mod 29) na je z = 2!t = 18 (mod 29).
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() 397! (mod 23)
397t=16"1=(58)"1 =58 =522"8 =54 = 13 (mod 23).

(e) (71)*1 (mod 23)
(- t=22"1= () 1=51 =521l =51l =99 =1,

Bagarak 28 Odpedumu cee neceodmuse noaurome cmenena < 3 y Folx].

Pememe: CBu nosmnomu crenena < 3 cy:

Lz, z+1, 22, 224+1, 22+, 22+ +1, 23, 23+ 22, 23+ 2, 2% + 1,
242tz 23+ 22+, 34+ 1, 23+ 22+ + 1.

[TonnroMM cTemena 2 KOju Cy CBOIJBUBU Ce MOTY JOOWTH Kao TTPOM3BOJ,
nosinHoMa crernera 1. TakBux koMmOunammja umamo 3:
rxrx=a’zx(x+1)=2+x, (x+1)x(z+1)=2%+1.

IIpeocranu moauHOM CcTemeHa 2 KOju ce He HAJIA3W Y OBOM CKYyIy jé HECBOJHHUB:
2?2+ +1.

Cana nocmarpamo nosimHome auju je crenen 3. [losmuomu koju ¢y nesbuBu ca
2 CUTYPHO HHUCY HECBOJJBPUBH Ia IIPOBEPABAMO A JIH CYy HECBOJJBUBHU CAMO
TIOIMHOMH KOJU IIPYU JeJberby Ca T J1ajy OCTaTak 1.

Mommom 3 + 1 ce Moxe pacraputn Ha (x + 1) * (22 + x + 1), na on Huje
HECBO/IJbUB.

ITomuuoMm

B4’ t+r+l =23+ 142242 = 2+ D) (@ +x+ 1) +z(z+1) = (2 +1) (22 +1)
HUje HeCBOJJbUB.

IomumoM 3 4+ 2 + 1 je HeCBOIUBUB jep je HeroB OCTATAK IPH Je/bEmY €3 T U
x + 1 jennak 1:

Prrt+l= =23 +1+1=1.

IomuaoM 23 + 22 4+ 1 je HECBONJBUB jep je HEeroB OCTATAK TIPU Jesbery €a T 1
x4+ 1 jenmak 1:

Brr+l= 3+l +2=22=22+1+1=1.

Oryna BuanMoO 72 je CKyIl HeCBOIJbUBHX MOJMHOMA:

Lo+ 1L,22+2+ 1,22 + 2+ 1,23 + 22 + 1},

BagaTak 29 Jla au je neceodwus noaunom vt + 13 + 22 + x4+ 1 y Fy[x]?

Pemreme: [la 6u mpoBepusiv Ja iU je MOJTUHOM HECBOIJ/BUB MPBO
[IPOBEPABAMO 1A JIH je Je/bUB Ca HEKUM IIOJTMHOMOM crereHa 1:

z* + 23+ 22+ 2+ 1=, 1, na uuje gespus ca .

4+’ rrt+l= 2@+ )+t +l=22=22+14+1=1,ma
HUje JIe/bUB HU ca x + 1.

IMIto 3Haum 12 ako je oBaj TOJUHOM CBOIJHUB OHJA MOpA OUTH IEJHUB CA
HEKUM HECBO/BUBUM TIOJIMHOMOM CTEIMEHA 2. JEIVHN TaKap TOJUHOM je
nonuHaoM 2 + x + 1, TITO 3HAYHN /14 OBaj MOJMHOM eBeHTYaTHO MOYKe OUTH
KB3/IPAT TOT TIOJIMHOMA.

(@ +rx+ D)@ +2+1) =0t + 22+ 1.

Kako HucMO 100u/u TpaXKeH# MOJIMHOM TO 3HAYM /1A j€ OH HECBOIJbUB.
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BajaTtak 30 Hanpasumu mabauyy mmosicersa y a) Faolz]/(x® + x + 1)*; 6)
Folz]/(2® + 22 + 1)*.

Pemteme:
‘1 T z+1
(a) 1 1 T r+1
T T z+1 1
z+1|x+1 1 T
(6)
1 x rz+1 x? 22 +1 2+ 22+x+1
1 1 T r+1 x2 2 +1 2 +x 2 +zr+1
x x x2 2?4 2?4+ 1 224+x+1 1 z+1
r+1 r+1 2 4z 2 +1 1 T 24+zx+1 22
22 x? 2 +1 1 24+z+1 z+1 T 22+
2 +1 241 2+z+1 =z rz+1 2+ x? 1
2+ 2+ 1 P2+z+1 =z x? z+1 241
24+zx+1|2242+1 z+1 x? 22+ 1 2 +1 T

BagaTak 31 ITomohy Eyxaudosoz aszopumma odpedumu (x4) =1 y nowy Falz]/(x5+
z? +1).

Pemiemwe: Ha ocropy EykmumoBor anropurma mobujamo ma je:

P ra?4+1 = zxat+ (22 +1)
et = (@) s 1) +1

OBaj Hu3 mebermba ce Kopucrw 3a npeicraBibambe H3/I-a y obauky nuneaphe
KOMOMHAIM]E TUX IOJUHOMA;

ot 4 (2%)(2® + 1)

et (@ D)2 2?1+ zxat)

= '+ (@)@ 2+ D) b (@ +1) 2t
= 2@+ + D)+ @+ 1) (2% +22+1)

Onakie ce nobuja aa je (1)1 = 2% + 2 + 1y nowy Falz]/(2® + 22 + 1).

3amarak 32 Odpedumu mampuue A, B, maxee da ce dpy2a KOMNOHEHMG NPECAUKGEAHG,
S y anzopummy SAES  wmoowce npedemasumu y obauxy AY + B, ade je Y
8EKMOP—KOAOHG — huba dobujen us npee xomnonenme S (uneepsuje).
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Pememe: Kosona nubs Y ce mozxke 3anucaru kKao Y = [bg, by, ba, b3] T,
omHOCHO HUOGT Koju oHa npejcTasba Kao N(Y) = boy® + biy? + boy + bs.
JIpyra KOMIOHEHTS IIPECIRKABAbA Ce MOXKe 3aIlICATH Kao

T(N) = a(y) * N(Y) +b(y), rze je a(y) = y* +y* + 1, b(y) = y° + 1.

T(N) = 4 +y*+1)(boy® + b1y + bay + bs) + (y° + 1)
= 3(bo+by+b3+1)+
y*(bo + by + b3) +
y(bo + b1 + ba) +
1(b1 + b2 + b3+ 1)

Ouasne ce Mmory gupekTHo uzByhu gse marpune A u B:

—_ == O

1
0
1
1

O = =
— O =
_ O O =

Bagarak 33 Ilpedcmasumu npowupusaree xwyua y SAES (odnocno AES —
sehum dujazpamom) dujazpamom ca wecm “6oposa, mpu peda no dea weopa,
maxo da y i-mom pedy 6ydy weoposu W[2i], W[2i+ 1], i =0,1,2.

Pememe:

Bagarak 34 Axo ce nozpewno npenece jedan 6um wudpama, xoauxo fie mo
U3A36AMU 2PEWAKA Y OewUPPoOsaHo] NOPYYU aKo ce KOPUCU

a) CUNIPOHA NPOMOYWHA WUPPa;

a) camocunzpornuwyha npomowna wudpae xod Koje c; 3asucy 0d
Di—k»> Piktlye -5 Di¥

Pememe:

3amarak 35 Koauku Hajseliu nepuod mooice umamu u3AasHy, HU3 U3 AA20DUMMG
RCY (0dz060p mpeba da sasucu 0d napamempa n)?

Permieme:

Samarak 36 Kopucmehu wurenuyy da pynrxuuje MC y SAES mparnchopmuwe
bob1babs bo@bs b1 DbsDbr baDbsBbs b3 P bs

FOROY T habsbeby | Y M by @by by @ bs Bbs bo®biBbs b Dby |
/ANENEN,
292}2?2? Odpedumu mampuyy A woja sexmop b= [bo b1 ...b7]" npecaurasa
4Y5Y677

y b = [0y by ... 07 = Ab

13



Pemieme:

Sagarak 37 0d xoauxo najmaree buma cmaroa arzopumma AES 3asucu nexu
bum cmarea nocae

a) dynryuje ByteSub;

6) dynryuje ShiftRow;

B) ¢ynxuyuje MizColumn;
r) ¢ynxyuje AddRoundKey;

) jedue pynde?

Pemieme:

Samarak 38 Koaukxo 6uma je nozpewno nocie dewudposarba nopyke axo je
wugposarve uzspueno anzopummom AES y pescumy ECB, CBC, CFB, OFB?

Pememe:

Sagarak 39 Kopucmehu mabeay xoja onucyje gynxuujy S y SAES nanucamu
u3pase 30 “wemupu usAa3na buma e, f, g, h npexo yaasnux 6uma a,b,c, d.

Pememe: Ha ocHoBy Tabene koja omucyje S dbyHKIMjy, ndaaszne OUTOBE
MOKEMO M3Pa3UTH NPEKO yIa3Hux 6urosa Ha ciaenehu mauun (yBek he camo
jemaH on OBHUX cabmpaka OUTH pas3IumduT Of HyJe W TO yIpaBO OHAj Koju he
6uTH jenHak nOTpebHO] BPEIHOCTH):

ko
k
> S k; (a+ko+1)(b+k +1)(c+ko+1)(d+ks+1)
ICO kd
ky \
oo c{0,1}
k3

Jenan nauun na ce oBa (yHKIHja n3padyHa je ga ce pacnwuire 3a cBux 16
KoMOmHaNHja. JIpyru HATHH je 18 BPeIHOCTH KOje ce Hala3e y3 KOHKPETHE
KOMOHMHAIHje 3aIIuCyjeMO Kpo3 MaTpuiry. Moxke ce IPpUMETHTH 13 jé JTOBOJbHO
a mocMaTpaMo “mecHy” mojoeuHy S Tabese ma hemo uz S Tabnwie u3aBOjUTH
CaMO W3JIa3He BPEIHOCTH:
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(1001 0110]
0100 0010
1010 0000
g [1011 0011
1101 1100
0001 1110
1000 1111
0101 0111

Y u3pasy 3a GYHKIHjY MOXKEMO W3IBOjUTH KOMOWHAIM]E KOje nMajy y3 cebe
YMHOXKAK @ U OHE Koje mMajy y3 cebe yMHOXKAK a + 1, ma ce GpyHKIIja MOXKe
3aIUCaTH y OOJIHKY:

f=(a+1)x* fi(b,e,d)+ax fa(b,e,d) = f1(b,c,d) + ax* (f1 + f2)(b, ¢, d).
DOyuxmje f1 u fo MoxkeMmo nipounTaTy u3z S Tabaune (f; oAroBapa JeBoj
nojoBuHu S TabJuIE, a fo 0AroBapa JECHO] NOJOBUHU S Tab/uIe) Ma MPeKko
TabauIne cAndHe KOHCTPYKIHje MOYKEMO U3PAdyHATH U BPEAHOCTH (DYHKITH]Ee
f1+ fo. Iby hemo no6utu Tako 1mTo JEBy MOJOBUHY (M3JAA3HUX BPEAHOCTH) S
TabJIMLe JOJAMO HA JECHY 1OJ0BuHY S Tabiuue. Bpeanocru dyHxuuja f1 u
f1 + fo hemo mpencTaBuTH UCTO TTPEKO MATPUIIE:

[1001 11117
0100 0110
1010 1010
g _ [1011 1000
1101 0001
0001 1111
1000 0111
10101 0010

Hakon Tora cimdaH MOCTYIIAK MOXKEMO TMOHOBHTH 33 KOMOMHAIMjE KOje UMajy
y3 cebe ymHOXKAK b 1 OHE KOje mMajy y3 cebe ymuoxkak b + 1. Te komOunaruje
he 6utu cauyBane y TOpIBOj, OMHOCHO JIOH0) MOJOBUHU Tabauie S’ ma Ha
cMYaH HauuH go0ujamo Tabery S’

[1001 11117
0100 0110
1010 1010
g _ 10111000
0100 1110
0101 1001
0010 1101
1110 1010

Cana noHaB/baMO UCTY CTBAp 33 KOMOMHAINM]E KOje MMajy y3 cebe yMHOXKAK ¢ U
OHe KOje nMajy y3 cebe ymuOxkaK ¢ + 1. Te kombunanuje he 6utu cadysane y
penornMa 1,2, 5,6, onaocHo y penosuma 3,4, 7, 8. Tabena S” hie marnemarn:
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(1001 1111]
0100 0110
0011 0101
1111 1110
0100 1110
0101 1001
0110 0011
| 1011 0011

g —

I na Kpajy moHaB/haAMO UCTY CTBAP 3a KOMOHMHAIHje Koje nMajy y3 cebe
YMHOXKAK d U OHe Koje uMajy y3 cebe ymuoxkak d + 1. Te kombunaruje he 6utn
cadyBaHe y HeMmapHUM, OJHOCHO y MapHuUM penoBuMa. KoHauHa Bepauja Tabdese
je:

[1001 11117
1101 1001
0011 0101
1100 1011
0100 1110
0001 0111
0110 0011
1101 0000 ]

W u3 we cama MOXKEMO Ja TpounTaMo Koedulyjere Haine GyHKIIA]je:
(e)fﬂg7h) = (170707 1)+(17 1)0’1)d+(070’1’1)C+(1’17070)0d+
0,1,0,0)b+ (0,0,0,1)bd + (0,1,1,0)bc + (1,1,0,1)bed +

(

(1,1,1,1)a + (1,0,0,1)ad + (0,1,0, 1)ac + (1,0,1, 1)acd +
(
(

1,1,1,0)ab+ (0,1,1,1)abd 4 (0,0, 1, 1)abe + (0,0, 0, 0)abed
1+d+cd+ bed+ a+ ad+ acd + ab,d + cd + b+ bec + bed + a + ac + ab + abd,
¢+ bc+ a+ acd + ab+ abd + abe, 1 +d + ¢+ bd + bed + a + ad + ac + acd + abd + abc).

Bajatak 40 Uspauynamu 57616 (mod 97).

Pememwe: Kaxo je 97 upocr 6poj u nzd(57,97) = 1 onja ce MoxKe HPUMEHUTU
Mana ®epmaosa Teopema mia Baxku 57°6 = 1 (mod 97). Oryaa gobujamo ma je:
571016 = (5796)16 4 5780 = 5780 = (—40)2*40 = 160010 = 4840 = (482)20 =

(24 % 96)2° = (—24)20 = ((—24)?)10 = 5760 = (6 % 96)1Y = 610 =210 % 310 =
962 % 38 = 3% = 81%2 = (—16)? = 356 = 62.

Bagarak 41 Ouenumu caooicenocm uspawynasarsa BY ; gaxmopusayuje N deswervem
ca Opojesuma marbum 00 vV N.

Pememe:

BajaTtak 42 Hanpasumu mabauyy cmenenoea, odnocko aozapumama, y Fo[z]/(x3+
22 4+1)* axo je 2enepamop x. Kopucmehu ose mabeae uapauynamu (22 +1) (2% +
x+1).
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n|0|1]2] 3 | 4 | 5 | 6
.’L’""1‘3?‘3?2‘$2+1‘$2+.’I}+1‘J}+1‘$2+$
Ha ocroBy oBe Tabene 2 + 1 =23, 22 + 2 + 1 = z%; ma je

(@ +D)(@?+x+1)=a3*2t =27 = 1.

Pememe:

3amarak 43 Hexa je n npouseod pasasuvumuz npocmuz 6pojesa. Hexa cy bpojesu
d,e € N maxeu da 3a ceaxu npocm pln eascu p — 1|de — 1. Jloxasamu da je
a® = a (mod n) sa ceaxo a, wax u axo je nzd(a,n) > 1.

Pemreme: Tpeba moxaszarn ma je a?® = a (mod n), omHocHO 12

nla® —a = a(a®"! —1). Kaxo je n = py * py * ...py, 3a Hexke mpocte Gpojese p;,
JOBOJBHO je Ja JOKAXKEMO J1a, 33 CBaKU OPOj p; KOJU JETU N BAXKA

pila(a®e=t —1).

V macraBky 3azarka iemo ca p 03HAYaBATU POM3BOJBAH IIPOCT OPOJ p;|n.
Paznukyjemo nBa ciaydaja:

e nzd(p,a) =p

Tana je n3pa3 TPUBHUjAIHO HCIYHHEH.

e nzd(p,a) =1
Tama Baxu Maya ®epmaosa Teopema: a?~! =1 (mod p), Tj. Baxku na
p—1 _
pla 1.
Ha ocHoBy mpernocraBke 3a1aTka Baxku p — 1|de — 1 na onga nocroju m
rako aa je de — 1 = m(p — 1). Oupa ce mecHu Jeo u3pasa MOKe 3alUCATH
Kao

adefl 1= am(pfl) _1= (apfl)m o ]_m7

mTo je ae/puBo ca aP ™! — 1 a To je IesbuBO ca p, YMMe je TTOKA3aHO
KeJbEHO TBpheme.

Sanarak 44 Jlokasamu da y nony F,, axo je g = p*, p — npocm 6poj, eavicu
(a+b)P =aP 4 P.

Pememe: Kaxo je ¢ = p*, noBossHO je mokazaru na tepheme Bazku 110
momyay p. OIHOCHO HOBOJBHO je mokasaru na Baxku ja pl(a + b)P — aP — bP.
Kaxo je (a+b)? = S0_ (P)a?~*b", onna je (a+b)P —a? — b = S0~ 1 (?) mrro
je jeIHaKo HyJIW TI0 MOIYJLY P jep je cBaku cabWpak jeqHaK HYJIH M0 MOILYIY P.

Hanwve, kako je (}) = k!(;’ik)! = p*(p—1).l.€.!(p—k+1)7 ounaza l <k <p—1paxn

na p|(}), anme je mokasano mame TBpheme.

BagaTtak 45 Ha ecunmuuxoj xpusoj y> = 12 — 362 mewa je P = (—3,9) u
Q = (—2,8). Odpedumu P + Q u 2P.

Pemteme:

Banarak 46 Koaukxo pewersa uma jednavuna ™ =1 (mod n) 3a pasauuume
epednocmu m, m < n?
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Pemieme:

Sagarak 47 Axo je xopucnux epewrom y cucmemy RSA wusabpao n=p (p —
npocm), doxasamu da je cucmem aaxo pasbumu.

Pemteme:

Bagarak 48 Iloxasamu da axo x°> = d (mod n) uma pewere, un = pq (p,q —
npocmu), onda 064 KOHZPYENUUIa uma 4 pewsersa.

Pememe: Ao nocToju jeHo pernieme xo Takso ja je r3 = d (mod p)g onna
je Ipyro pemieme r1 = pq — xo. Hanwme,

2?2 = (pg — 20)? = (pq)? — 2pqzo + 23 = 23 = d (mod p)q.

Tpehe u 9eTBpTO peleme TPAKNUMO TAKO Ja 330BOHABA]Y jeTHATHHY

pglz? —d =2 — 23 = (v — 20)(z + 20). Kako ¢y p u ¢ npocru 6pojesu To
3HAYM A MODA Ja BaXKW p|r — Lo W q|x + 2o (nam obpaTHo).

To 3naum ja BaKU T = xropmodp u x = —ropmodq, OTHOCHO 3 MOCTOje NeTn
OpojeBn My W Mo TAKBU 114 BAXKU T — Tg = P*x My U X + Tg = ¢ *x mo. Kama
OMy3MeMO APYTY jeAHAUNHY O, IPpBe M00MjaMo 2xg = q * Mg — P * M.

Kako ¢y p u ¢ mpoctn OpojeBu, OHH Cy M y33jaMHO IPOCTH OpPOjeBH ma Ha
ocHOBY EyKIuIoBOT ajropuTMa BajXKW M3 MOCTOje JeINHCTBEHU e DPOjEeBU a
u b TakBu ma BaxKu a *x p + b* ¢ = 1. Hakon MHOXKea OBe jeqHadnHe ca 2x
J00uMjaMo 1a BaXku 2a * p * xg + 2b % q * xg = 229, OTHOCHO MO0HjaMo 1A je

mo = 2bxxg mumy = —2q* o, Tj. T =T +Pp*xmy = o — 2a x p*xg (mod p).
Yerspro peineme ce 1o6uja HA UCTU HAYKMH 33 CJy4a] Kaja q|T — T u p|T + zo.

Bagarak 49 bpojx, 1 < x < n—1 je nenoxpemna mavka 3a RSA cucmem ca
MOJYAOM T QKO ce Npecaurasa y camoz cebe. Joxazamu: axo je x Henokpemmua
mavka, onda je u n — T HENOKPEMHA MaKa.

Permieme:
Bagarak 50 Iloxazamu da y cucmemy RSA  ca napamempuma p,q, e, d uma
r+s+rs nenokpemnuzr mavaka, 2de jer = nzd(p—1,e—1), s = nzd(g—1,e—1)
Permieme:

Sagarak 51 [llpemnocmasumo 06 ceaku KOPUCHUK A UMa MAJHU NAP MPEHCHOPMAUUIG
fa: P — P ade je P durcupanu ckyn moeyhuxr omeopenuxr mexcmosa. Aauca

arceau da Bobany cuzypro npenece nopyry npumenom Mecu—Omypa nocmynka,

mj. Aauca wamwe fa(P) Bobany, xoju joj samum wane fg(fa(P)), umd. Onucamu
ycaose Koje mpeba da 3a0060mu cucmem Gyrruuja f4 0a 6u cucmem GYHKUUOHUCIO.

Pemnieme:
Bagarak 52 3a eaunmuuky xpuey E : 3% = 2% + Az + B uszeecmu u3paze 3a

sbup dee maure P+ Q, odnocro P + P.
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Pememe: Heka cy koopauuare tagaxa P(z1,y1) u Q(z2,y2). 3a pauyHame

30UWpa Pa3IUIUTHX TAYAKA MOTPEOHO je ONPEINUTH jeIHAUNHY MpaBe KOja UX

CAJTPIKU:

y=kxx+mn,rmejek= 22:211, n=—kx*xx;+y.

Haxkon Tora je moTpebHO M3pavyHATH MPECEK OBE TPABE €A EJIUNTHIKOM

KPHUBOM:

(kx +n)? = 2® + Azr + B, naxon uera ce j06uje jeqnauuna Tpeher cremena:

23 — k%22 4+ (A — 2kn)x + B — n? = 0 Koja MOpa UMaTH Tpu periema (07 KOjux

cy Ham JBa Bell 1O3HATA: T1 U T2) A CE& MOXKE 3aIUCATH U Y ODJIUKY

(r —z1)(x — x2)(x — z3) = 0. Kaga ce oBa jennaunna pacnuiie nobuja ce

23 — (z1 + 22 + 23)2% + (1122 + T223 + T371)7 — T1T273 = 0.

Haxkon usjennauapama Koeduimjenara y3 oarosapajylie crenene om x moduja

ce KoopauHATa Tpehe mpeceune Tauke: x1 + To 4+ 3 = k2, Tj.

x3 = k? — x1 — T2, 1 oxroBapajyha y xoopmuHaTa Y3 = k * T3 + n.

Tauka koja je jennaka 36upy Tadaka P u () uma koopauunare (rs, —ys).

Ha 6u ce u3pauynao 36up P + P moTpebHO je oapeanuTH jeHAYHHY TAHTEHTE

HA eJIUITHYIKY KPUBY y TOj Tadku. Koedurujent Tanrenre ce moduja momohy

onpehusama u3Bona, Tj. 2y(z) * k = 322 + A, onakne ce nobuja aa je

k= 3zi+A
2y1

THM INTO je Ty = 21 Ha ce gobuja aa je r3 = k% — 2%z u y3 = k * 23 +n. Ila

TavKa Koja je jeqHaka 30upy Tadyke P ca camMoM coOOM MMa KOODAWHATE

(z3, —Y3)-

. Hamaspe je mporec padyHama UCTH KAO Y MPETXOIHOM CAYYajy C

Sagarak 53 Joxaszamu da eaunmuvra kpusa nad novem F o umae najeuwe 2q+
1 mauxy.

Pemiemse: Cpe Tauke eUNTHIKE KPUBE MOTY OUTH TPEICTABIbEHE Y OOIUKY
(z,y), toe x,y € F,. To 3naun na moryhux BpegHOCTH 32 T KOODAHHATY MMa
HajBulle ¢. 3a CBaKy T KOODAMHATY MOy IIOCTOjaTH HajBuULIE jBe Taike (ca
JEIHAKUM Y KOODIMHATAMA IO AICOJYTHO] BPEIHOCTH) KOje jOj OAroBapajy.
YkynHO TO je 2g Tauaka. OcuM TuX Tadaka U OECKOHAYHO /AJIEKA TAYKa YBEK
IpUNafa eIUITUYKO] KPUBOj IITO YKYIHO maje 2q + 1 Tauaxa.

Bagarak 54 3a eaunmuuxy xpusy E @ y? = 23 4+ 32 + 8 nad novem Fi3

a) nokazemu da je cKYn manaxae Kpusee
E(F13) ={2,(1,5),(1,8),(2,3),(2,10),(9,6),(9,7),(12,2), (12,11) };

6) uspawynamu (1,8) 4 (9,7), 2(9,7);

B) nokazamu da (1,5) zenepuwie kpusy, a 3aMmum HANPASUMU TNAOEAY YMHONCAKA
me mavke u Mmabeay A024PUMAMA;

r) xopucmehu osy mabeay uspawynamu (12,11)4(2,3), (12,2)4(9,6), 25(9, 7).

Pemteme:
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a) Moryhe Bpennocrn 3a & koopmunare cy {0,1,...,12}. TIposepaBamo 3a
KOje BPEIHOCTH MOXKe Ta ce Hafje pereme jennadune. [lorpebue cy mam u
cBe Moryhe BpeHOCTH 33 Y U BPEIHOCTH KBaIpaTa:

y [0 +1 | £2 | 43| +4 | £5 | +6
vlol 1149 ]3]12]10
3a x = 0, Hema pellema jep Baxku 1a je x° + 3z + 8 = 8, mTo Huje jeaHa
o MOTyhux BpeIHOCTH KBaApaTa.

Bax =1, 23+ 3z + 8 =12 = (+5)?2, mrro 3naun ga cy tauke (1,5) n
(1,8) pemema jenHaunHe.

Bax =2, 23+ 3x+8 =9 = (£3)?, mro 3uaun 1a cy tauke (2,3) u
(2,10) pemtersa jenHaunHe.

Baz =09, 2%+ 3z +8=10 = (£6)?, mro 3uaun xa cy rauke (9,6) u
(9,7) peuersa jegaaxune.

Baz =12, 2% + 3z + 8 = 4 = (£2)?, mro 3naun na cy Tauke (12,2) u
(12,11) pewema jennauunse.

3a spemuoctu x = 3,4,5,6,7,8,10,11 nobujajy ce pesoMm BpeIHOCTH
224+ 3x+8=5,6,7,8,8,11,11, 7 ITO HACY KBAIPATH IIa HEMa, BHIIIE
pelema jJare jeIHaunHe.

Ckym Tadaka KpUBE je 3HAYUN:
E(Fq3) ={0,(1,5),(1,8),(2,3),(2,10), (9,6), (9,7), (12,2), (12,11) };

6) 3a pauyuame 36upa Tadaka (1,8) u (9,7) norpebHo je upBO oapeaUTH
jemHauMHY TIpaBe Koja ux canp:ku. Ha ocHoBy dopmyna W3BeIeHNX ¥
JETHOM OJT TPETXOJHUX 33/IaTaKa 100uja ce ma je Ta npasa onpehena
jemnaumuom y = 8x (ogHocHO k = 8, n = 0) u ga Tauka KOja OPEICTABIbA
30mp oapehena jegHAIHHOM
(w3, —y3) = (k? — 21 — 29, —(k * 23 +n)) = (2,10).
3a pauyname spegaoctu 2(9,7) = (9,7) 4+ (9,7) norpebuo je oapeauru
jelHAXUHY TaHTeHTe HA JaTy eIunTHYKy KpuBy y Tadku (9,7). Ha
OCHOBY paHHje m3BemeHnx (GpopMyaa nodujamo 1a je jeanadnHa Te
ranrerre y = 12z + 3, (opnocuo k = 12, n = 3) na je rauka Koja
MIpeICTaB/ba, 0Baj 30up onpelena jeqnadanaOM
(3, —y3) = (k? — 21 — 21, —(k* 23 +n)) = (9,6).

B) Ja 6u nokaszanu aa je rauka G = (1,5) reneparop ose KpuBe HOTPEGHO je

un3pagynaru Bpenuoctu 2G, 3G, ..., 8G. Ha ocHoBy dbopmysia m3BeaeHnx
y jeIHOM O MPEeTXOMHUX 33aTaKa JaKo ce mobmja ciaemeha Tabena:
n|O0O] 1 | 2 [ 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8

nG | @ | (1,5) ]| (2,10) [ (9,7) | (12,2) | (12,11) | (9,6) | (2,3) | (1,8)

r) Ha ocHoBy Tabesie cBe Tauke MOXKEMO W3Pa3UTH MIPEKO reHepaTopa. Taj
CKYT YHHH IMUKJINYIHY IPyNy Koja mMa 9 Tadaka.
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(12,11) + (2,3) = 5G + 7G = 12G = 3G = (9,
(12,2) + (9,6) = 4G+ 6G = 10G = G = (1,5)
25(9,7) = 25% 3G = 75G = 3G = (9,7).

7)

Sagarak 55 3a [IVKJ/IX xopucmu ce eAunmuska Kpusa u3 npemroonoz 3adamxa.
Axo ce kopucmu eenepamop (2,3), a majnu Koyuesu cy eqx = 4, eg = b,
odpedumu mawky xoja ce dobuja KGO PESYATNGIN YCA2AGULGEAHHE.

Pemewe: Heka je G(2,3). JaBuu kibyueBu cy

G4 =4+G=4x7x(1,5)=28(1,5)=(1,5) m

G*B =5xG =5x7x(1,5) =35(1,5) = 8(1,5) = (1,8).
Tauka Koja ce m00HMja KAO PE3Y/ITAT yCALTIAIIABAA, je
((Ge4a)es = ep x G4 = 5(1,5) = (12,11).

3agarak 56 3a cucmem Ealaman Kopucmu ce eAunmudKa Kpuea u3 npemnpemroonoe
3adamixa, a 2eHePaAMOP U3 NPEMTodHoz 3adamra. AKo cy majhu Koyuesu e = 5,

ep = 3, npuxasamu nocmynax wugposarsa nopyxe M = (12,11) (kxopucmu ce
cayuajnu 6poj k = 4), a samum nocmynax dewugdposarea wudpama.

Pememe: VY cucremy Enlaman japro ce o6jasmyje map (G*, M x (GeB)F).
Mspagynasamo GF = 4G = 4(2,3) =4+ 7% (1,5) = (1,5),
Gep = 3G =3(2,3) =3+ 7+ (1,5) = 21(1,5) = 3(1,5) = (9,7),
(G0 =14(0.1)= 423+ (1.5 = 12(1.5) =315 = 0.7),

* (GeB)F = (12,11) + (9,7) = 5(1,5) + 3(1,5) = 8(1,5) = (1,8), n g06ujamMo
(G*, M » (G2)F) = ((1,5), (1,8)).
IMocrynak memmudpoBama ce CacTOju y U3padyHaBamy mopyke M Ha OCHOBY
objaBberor mapa tadaxka: M = [M * (G°2)F] x [(GeE)F]~!
Ha ocnoBy o6jaBspeHOr mapa Tadaka patdyHa Ce:
(GFyer = en * (1,5) = 3(1 5) =(9,7),
[(Ge )Mt ((G")“) = —(9.7) = —3(1,5) = 6(1,5)
M = [M % (GB)F] % [(GeB)*] 1 = (1,8) + (9,6) = 8(1,5) + 6(1,5) = 14(1,5) =
5(1,5) = (12, 11).

Samarak 57 V cucmemy aymenmurayuje 3achosanom no RSA  wopuchux A
udabpao je jasnu xoyuw e = 7 un = 77. Axo je on 0d B dobuo 6poj 23, xaxo
mpeba da 2aacu rbe206 0d2060p, da Ou cazosoprura Yybeduo y ceoj udenmumem?

Pememe: Jasuu noganu cy (n,e), a tajuu nogauu cy (d,p,q), rue je n = pq,
a d ce nobuja mpeko jeanauuue d = e~ 1 (mod ¢)n rae je e 6poj 3a Koju BaXKu
nzd(e, ¢pn) = 1.

Y oBom cayuajy p=7,q =11, e =7, d = 43. Tanma je mopyka Koja ce Tambe
jemmaka M? = 23%3 (mod 7)7 = 23.

Sagarak 58 3a dueumanre nomnuce 3acnosane Ha cucmemy RSA xopucnuyu
A uB umajy jasne xwyvweee eq = 3, na = 15, odnocro eg = 7, ng = 77. B
gicean da nowasne nopyky M = 4 xao nomnuc nexoz mexcma. Koju yeau 6poj
on mpeba da nowane?
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Pememe: Kopucauk A mma CBOj map jaBHUX Kiby4ueBa (N4, e4) U TAJHU Kby
da, B nMa cBOj nap jaBHuX KibydeBa (np,ep) M TajHun Kbyd dp. AKO
KODHCHHK B Trmajbe TIopyKy Kao MOTHHC OH he m3padynatn speamoct M 4B
(mod n)p. Kaxo je dg = e5' (mod n)p = 77! (mod 7)7 = 43, speasoct xoja
ce masme je M9® (mod n)p = 4*% (mod 7)7 = 53.

Sagarak 59 Jlokazamu da 3a dueumanne nomnuce sacrosane na RSA esascu
caedehie mepherve: ako je S1 nomnuc nopyxe my, a So nomnuc nopyke ms, onda
je S152 nomnuc nopyrke mims.

Pemreme: Ilornuc nopyke m; je speanocr S = mé, normuc nopyxe ms je
BPEIHOCT Sy = mg. [ornuc mopyke myms hie 6Gutu BpemHocT

d dy,d
S = (mlmg) =mimyg = 5152.

Samarak 60 Kopuchurx A uma jasuu kayywe = 11, n = 899. Kaxo zaacu rvezo6
RSA  duzumannu nomnuc nopyxe 8767

Pememe: Kaxo je n = 899, ¢n = ¢29 x 31 = 840. Hakon Tora pauyna ce
d=e"! (mod ¢)n =117 (mod 8)40 = 611 (mod 8)40. Turura nu HOTIHUC
nopyke M = 876 je M? (mod n) = 876! (mod 8)99 = 225.

Bagarak 61 FEalaman dueumasnu nomnuc. Ocoba A bupa npocm 6poj p =
21739 u npumumueru xopen g = 7, a 3amum majru kaeyy a4 = 15140.

a) Koju je mwen jasnu xwoyu?
6) IlIma je nomnuc nopyxe S = 5331 axo ce kKopucmu knyy cecuje k = 107277

6) Kaxo npumaaay B nposepasa nomnuc?

Pemneme:
a) JaBuu Kby je ¢4 (mod 21739) = 17702.

6) Iormic mopyxe S = 5331 ce pauyna y3 momoh r = g*
(mod 21739) = 15755, x = (S — ar)k~t
(mod 21738) = (5331 — 15140 - 15775) - 6353 = 791 (mod 21738) u riacu
(r,z,S) = (15755,791,5331).

6) da 6u npumasnan B npoBepro HOTIUC OH MOPA Ja U3PAadyHa U yIOPEIn
(g*4)rr® = 177021577 . 1577579 = 13897 (mod 21739) u
g° = 7331 = 13897 (mod 21739), mTO Cy MCTe BPEIHOCTH.

7

BamaTtak 62 Odpedumu sepusicnu paseoj 6pojesa /3, /5, V7, 53, T u odpedumu

NPBUT 8 NAPUUJAARUL DASAOMEKA.
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Pememe: Bepmxnu passoj 6poja v/3 je [1,1,2,1,2,...], a upsux 8
MapIUjaTHUX PA3IOMAKa Ce HaJIa3e y HapeaHo] Tabesu:

n -1 0 1 2 3 4 5 6 7
an 112 1 2 1 2 1
P,{1 1 2 5 7 19 26 71 97
Q.10 1 1 3 4 11 15 41 56

Bepuxiu passoj 6poja /5 je [2,4,4,4,4...], a uppux 8 napuujaiHux
pasIoMaKa ce HAJa3e y HapeIHoj Tabenn:

n |-1 0 1 2 3 4 3 6 7
G, 2 4 4 4 4 4 4 4
P, 1 2 9 38 161 682 2889 12238 51841
@n| 0 1 4 17 72 305 1292 5473 23184

Bepuiu passoj 6poja /7 je [2,1,1,1,4,1,1,1,4,...], a nppux 8 napuujassux
pasIoMaKa ce HaJlase y HapeaHo]j Tabemin:

nl-1 01 2 3 4 5 6 7
an 2 1 1 1 4 1 1 1
P,|1 2 3 5 & 37 45 82 127
Q.10 1 1 2 3 14 17 31 48

Bepmxnan paszsoj 6poja % je [0,3,3,2]. Kako je y nuramy parpoHasiaH 6poj, u
BEPHKHM PA3BOj U OpPOj MapIrjaTHuX PA3IOMaKa jé KOHATAH:

n |[-1 0 1 2 3
an, 0o 3 3 2
P, 1 0 1 3 7
Qn| 0 1 3 10 23

Bepuxknuu passoj 6poja 7 je [3;7,15,1,292,1,1,1,2,...], a npBux 8
MMAPIUjATHIX PA3IOMAKa Ce HAJA3HW Y HAPEIHO] Tabesum:

n |-1 0 1 2 3 4 3 6 7
Gn, 37151292111

P, |1 3 22 333 355 103993 104348 208341 312689
@n| O 1 7 106 113 33102 33215 66317 99532

Banarak 63 Odpedumu opbume 3a sumeapre nomepauke pezucmpe: 1 + 2 +
2+t 1+ 425 14+ 2+ 8.

Pemreme:

e AKO je JiMHEAPHU [MOMEPAYKHU PErHCTAp 33/JaT MOJUHOMOM

P(z) =1+ z? + 23 + 2, 1o 3Haum zma je dyHKIMja KOja aje MOCTEAmHH
6uT HapemHOTr cTama medunucana ca (bo, b1, ba, bs) = (1,0,1,1), Tj.
f(30,51,32783) = 89 + S2 + S3.

Kaxo je n = 4 To 3uaun ga ykymHo umamo 24 = 16 crama. [Ipummxom
onpehuBama opbura KpehemMo O TPOU3BOJHFHOT CTAA, HA TIPUMED
(1,0,0,0) u mobujamo npsy opbuty (Koja uMa 7 ejeMeHaTa):
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1000
0001
0011
0110
1101
1010
0100

3a ompeljuBame HapeaHe opOuTe GUPAMO CTame Koje ce He HAJAZU Y
nperxo/Hoj opburu, na npumep (1,1,1,0) u gobujamo apyry opbury
(k0ja mMa HCTO 7 eleMeHaTa):

1110
1100
1001
0010
0101
1011
0111

Tpehy opbury onpeljyje camo jeauo cramwe (0,0,0,0) u yerBpry opbury
rakohe onpeljyje camo jeano crame (1,1,1,1).

AKo je JMHEapHU TIOMEPAYKY PETUCTAD 34T TTOTUHOMOM

P(z) =1+ 2z + 2°, 7o 3nauu aa je Gynkuuja Koja qaje mocaeamu OuT
HapeIHOr cTama Jedunucana ca (bg, by, ba, bz, bs) = (1,1,0,0,0), Tj.
f(s0,81,52,83,51) = 80 + 51.

Kaxo je n = 5 To 3uaum ga yKymHO nMamo 2° = 32 crama. [Ipummxonm
onpeljuBama mpBe OpOUTE y3UMaMO MPOU3BOJEHO CTAHE, TTPUIUKOM
onpeljuBama apyre opobuTe y3uMaMo MPOU3BOJHHO CTaibhe KOje ce He
HaJa3W y mpBoj opbuTu u Tako gasbe. Ha Taj Haunna mobujamo 4 opbure
NIPpUKa3aHe y HAPEeTHO] Tabesm:

IIpBa opbuTa 00001 00010 00100 01000 10001 00011 00110
01100 11001 10010 00101 01010 10101 01011
10111 01111 11111 11110 11100 11000 10000
Jpyra opbuta 01110 11101 11010 10100 01001 10011 00111
Tpeha opbutra 01101 11011 10110

Yerspra opbura | 0000

AKO je TMHeApHU MOMEPAYKH PETUCTAP 34JaT TOJAHOMOM
P(x) =1+ z + 2%, moxemo oxpeuT opoUTe TOMEPAYKOT PErucTpa Ha
HAYMH OIMUCAH y IPETXOMHOM HPHMEDPY.

Jpyrun HaYWH Ja TPOBEPUMO JIa, JTU OBaj MTOMEPAYIKN PETHUCTap Jaje
opbuTy MaKCUMAJIHE JyXKHUHE je 1a IPOBEPUMO Ja Jiu je mnojauHom P(x)
upumurrpat. OJHOCHO, 12 IPOBEPUMO Jia Ju je nojunom P(x)
HECBOJIJbUB M JIa JIN je x reHepaTop rpyme Fi, = Fyz]/P(x). Yroavko je
2" — 1 mpoct 6poj OHZA je JOBOJLHO MPOBEpUTH 12 Jjin je P(x) HecBOIbUB.
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Jla 6u nposepuiu ja i je noauaoM P(x) = 1+ x + 25 necsonbus,
MOTPeOHO je 3a MoYeTaK OJPEIUTH OCTATAK MPU JAeJhEhY Ca T, U OCTATAK
npu gespemy ca T + 1. Jlobujajy ce ocraru, pemom, 1 u x. To 3uaum na cy
TIOTEHITAjAJHN JEIUOIN OBOT MOJNHOMA, CAMO HECBOIJHUBU TTOJIHHOMMU
creneHa 2 uiaum 3.

Kako mocToju camo jenan HeCBODHUB MIOJIMHOM CTETeHa 2 U KAKO je
speanoct (1 4+ 22)3 =1+ 2 + 23 + 2% 4+ 2% 1o 3maum ma Ta Taj MomHHOM
HE JIeJH.

OcraJo je jomr fa mpoBEpUMO [1a JIU je JeJbUB [TOJIMHOMOM CTerneHa 3.
ITocroje aBa HecBOA bUBA TIOIUHOMA, cTemeHa 3: 1 + & + 23 ul+z?+ a8
T1a, TPOBEPABAMO JIa JIU je TIOUYETHU TIOJUHOM jeJTHAK KBAJIPATy jeTHOT Of
OBa, JBa, TOJUHOMA WJIH JIa JIX je jeTHaK HUXOBOM Ipou3Bony. Kako je
A+z+a3)x(1+2?+23)=1+a+ 22+ 23 + 2t + 2% + 2%,
A+z+2®)2=1+22+2%u (1 +2%+2%)~1+ 2* + 2%, To 3Ha"M 14 je
nonunoMm P(x) HecBombuB.

Cana tpeba nMpoBepuTH 1A JIH je T PeHePATOp NUKINYHE IPYIe OCTaTaKa
o mouyay P(x). Jenan HaumH je 1a 0OApeaUMO CBe BPEIHOCTH

20, 2, 22, ..., 253, Ipyru, maso 6pku HA4UH, je /18 IPOBEPUMO 13, JId je
293 =1 u na g HekW Hemmman 6poja 63 MOXKIA TeHepHINe HKIIHTHY
rpymy, Tj. Tpeba aa mposepuMo aa i je ! =1, 3a d € {3,7,9,21,27}.

Ha HauuH onucan y IpeTXOIHUM 33JallMMa JIAKO Ce TIPOBEpaBa, Ja je

2B =lumjexl=23=12"=2?>+2'=1,2°2=z* + 23 =1,
2=+t + 3+ +1=1ua? =2+ 22+ 2+ 1! = 1, mro 3naun
JIa X jeCcTe TEHEPATOP TE€ TPYIIE M4 IMOCTOjA OPOUTA MAKCHMAJHE Ty KUHE.

3agarak 64 Odpedumu nospamme cnpeze AUHEGPHOZ NOMEPGUKO2 PELUCTIPA OYHCUHE
5 na ocnosy omeopenoez u wugposanoe mexcma: OT = [4,0] = [00100, 00000],
ST = [17,30] = [10001, 11110].

Pemieme:

3amarak 65 Odpedumu aureapHe KOMOUHGUUJE YAAZE U U3AA3A HAJOAUNHCE KOHCTAHMU
3a mabeay S y SAES |, u 3a sboz-oee S1 u S4 sa DES .

Pemteme: Pememe ce moxe nahm y okBupy E7ex dajma y donmepy
KpunTorpadguja.

3agaTtak 66 Pacmasumu na wunuouye 14873 nocmynkom Koju KOPUCU CAYHATHO
aymarse no modyay 14873.

Pemieme: ITlocTymak KOju KOPHCTH CIYUIAjHO JIYTAIHE CE CACTOJH O
n3padyHABAKHA €JEMEHATA HUu3a a Koju je medunucan ca ag = 0,

Amy1 = a2, + 1 u oapehuBamy y cBakoM Kopaky Bpeanocty nzd(ag; — ai, n).
Kana mobujemo 6poj pasmuaut on 1 HANLIKA CMO jemaH aeauor Opoja n.

Taj mocTymak Moxke OUTH TPUKA3AH HAPEIHOM Ta0eIOM:
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n a; ag;—1 ag; nzd(agi — Ay, n)
1 1 1 2 1

2 2 5 26 1

3 3 677 12140 1

4 26 3044 58 1

5| 677 3365 4873 1

6 | 12140 8822 12149 1

7| 3044 13423 5408 1

8 o8 6147 8190 107

IMIro 3uauu ga cy penuonu 6poja n 6pojesu 107 u n/107 = 139.
Sagarak 67 Ilpumenumu Pepmaos nocmynax paxmopusayuje na 6poj 21079.

Pemiemme: Pepmaos nocrynak (pakTopusalije ce CACTOjH MPBO O padyHamba
Bpenroctr k = [/n]| = 146, ma 3aTnM padyHama BpeaHOCTH V k2 — n u
nosehaBama 6poja k 10K ce He g00uje 11e100pojHa BPEIHOCT KOPEHA.
IMocTynak je mpukasaH y HApemIHOj Tabesu:

k| VEZ—n

146 | 15,39
147 | 23,02
148 | 28,72
149 | 3349
150 37,69
151 41,49
152 45

Hakon Tora ce memnoru 6poja n mobujajy 3axBabyjyhu TOME IITO CMO HAIILIN
1Ba 6poja KOju 330BO/bABA]y jeaHadnny 2 — n = y2, Tj.
n=az?—y?=(z—vy)(z+y) =107 % 197.

Sanarak 68 Jokxasamu da cy y nony Q(+/—5) arzebapcku ueau 6pojesu obaura
a+by—5, a,beZ.

Pemteme: Bpoj je anrebapcku ako je HajCTapUju KOSPUITHJEHT HHETOBOT
MUHUMAJIHOr nosinHoMa jeanak 1. Oupeaumo f(r) MUHUMAJIHY IOJUHOM 32
6poj @ = a + by/—5. Axo je o Kopen Tor momHOMa OHAa ¥ — o f (), amm
rakofje u x — &|f(x) ma ce MUHUMAJIHN TIOJIMHOM MOKe JTOOUTH Kao:
fx)=(x—a)(z—a)=(r—a—by/=5)(z—a+by/=5) = x? — 2ax + a® + 5b°.
Kako xoedunpjenTr MUHUMAJIHOT TOJIHHOMa MOPajy ONTH 1e00pojHu, omaTie
MOKeMO 3aKJ/bYIIUTH 3 aKO Cy ¢ Wid b paruonajnu OpojeBu omaa he HajMamu
KoedunmjenT Outu pa3anauT ox 1, ma omariae ciesu Aa ¢ u b Mopajy butu
e 6Gpojenu.

Sanarak 69 Joxasamu da ce y nony Q(v/—5) 6poj 2 ne movice pacmasumu, y
HEMPUBUJAAHU NPOU3BOJ AA2e0aPCKUT UeauT bpojesa.

Pemieme: Tpeba mokasarn ma je jeanHn Ha4YHH 12 ce Opoj 2 pacTaBu Ha
mpon3Bo anrebapcKux nenmx Opojesa jeman on cienehux:
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2=1%2=2x1=(-1)%(—2) = (=2) x(—1) (wux cmarpamo TpuBUjaTHIM
IPOU3BONMA).

IIpeTHOCTABIMO CYIPOTHO: TIOCTOje aJrebapeKy Ieldn 6pojesr a + by/—5 u
¢+ dv—=5, a,b,c,d € Z, Tako ma BaxKm

2 = (a+ bv/=5)(c+ dv-5) = (ac — 5bd) + (ad + be)/—5.

ITokymaBamo ma pemmuMo CHCTEM O ciedehe fBe jemHadnte:

ac — dbd = 2

ad+bc=0

Pazmarpaliemo s1Ba ciydaja, kazga je b = 0 u kazga je bl = 0.

YV cayuaajy b = 0 gobuja ce na je d = 0 u ga je ac = 2, mTo 3HaYM 113 106HjaMO
TPUBUJAJIHA ITPOU3BO/I.

V cayuajy b! = 0 moHOBO pasmarpaMo B3 cayuaja, Kaga je d = 0 u kaga je
d! = 0. Axo je d = 0 ouga Mopa 1a Bayku u ¢ = 0 1ITO He MOYKe JIa BaXKU, 114,
HaM ocraje jour camo cayuaj kaga je d! = 0. Y Tom caydajy yserhiemo
NPOMEH/UBY © = { = — 9, OJIHOCHO M3pa3ulieMO TIPOMEHJBUBE @ U C IPEKO
npoMeHsbrBHuX b, d u t Ha cneaehu HaumMH:

a=bt, c = —dt.

Kana ose jemnatune ybamMo y HOYETHY jeTHAMUHY 100MjaMo:

2 = ac — 5bd = bt(—dt) — 5db = —bd(5 + t?). Kako je t 1eo 6poj, Mopa /a BayKu
na je t2 > 0 ma je spemnoct 5+ t2 > 5 > 2 mWTO je y KOHTPAIUKIHUjH ca
MIPETIOCTABKOM 13 Taj 6poj menn 6poj 2, aumMe cMO JOKa3aman 1aa ce 6poj 2 He
MOXK€ PACTABUTH Y HETPUBH]ATHU [IPOUBBO/IL.

Sagarak 70 V ckyny Z(i) pacmasumu na wunuoye 6pojese 11 — 3i, 5 + 3i.
Pemreme:

e Jla 6u pacraBunum 06poj 11 — 3¢ Ha YMHUOIE, TPBO U3PATYHABAMO
speanoct N (11 — 3i) = 112 4 3% = 130 = 2 % 5 x 13. IlITo 3nauu aa je
ckyn moryhux menworna jemuaxk 1+, 4, 2+ ¢ u 3 + 2i.

Kako je 1%—;‘?‘ = @, TO 3Ha4U A2 6poj 2 + ¢ HHje jesaH O JETUOLA
13 TOKYIIaBaMoO ca HEKUM IPYTUM JEeJTUONEM.

=30 = 5+, ma 2 — i jecre jenan on nemmona. la 6n mammm ocrae

JeJIMOIE HACTABIHAMO €3 OpOjeM 5 + ¢ U MPEeOCTATUM TETHOIMNMA, U3
CKyIa MOTYNUX AeIHOIA:

?ii = 3 — 2i, mrro 3ua4u Aa je 1+ ¢ Takobhe jeman o Aeuona, a Kako
CMO Kao pe3yaTar aobuian 6poj 3 — 2i Koju ce Haja3m y ckymny moryhnx
JEJTUOIA, TO 3HAYM 113 (HPAKTOPU3AIN]a U3TJIe1a OBAKO

11 -3 =(2—14)(1+14)(3 — 29).

e N(5+3i) =34 =2x%17, na je ckyn moryhux jeauona jeaxax i, 1 + i,

4 + 3.
Kaxko je ‘r’j—fj = 2571 1o 3navm na 6poj 4 + i Huje jesan o AemMoNa Na

TTOKYIIIaBaMO Ca HEKUM JIDYTHUM.

513 — 1 4 i, mrro 3naun ga je 5+ 3i = (1+14)(4 —9).
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