
3.3. PRATE�I NIZ NEZAVISNIH
SLUQAJNIH VELIQINA

DEFINICIJA PRATE�EG NIZA

DEFINICIJA 3.3.1. Neka je (Xn) strogo stacionaran sluqajan
niz i F (x) = P{Xn 6 x} zajedniqka funkcija raspodele qlanova
tog niza. Niz (X∗n) nezavisnih sluqajnih veliqina sa zajedniqkom
funkcijom raspodele F (x) zove se prate�i niz nezavisnih sluqajnih
veliqina.

Za strogo stacionaran niz (Xn) i prate�i niz nezavisnih slu-
qajnih veliqina (X∗n) oznaqimo

Mn = max{X1, . . . , Xn},

M∗n = max{X∗1 , . . . , X∗n}.
Osnovni rezultat koji �emo dokazati u ovom odeǉku tvrdi da pri
odre�enim uslovima slabe zavisnosti za niz (Xn), maksimumi Mn

i M∗n imaju iste asimptotske raspodele pri n → ∞, pri qemu su
i normiraju�e konstante iste. Za to je dovoǉno pretpostaviti
da niz (Xn) zadovoǉava uslove D(un) i D′(un), za un = anx + bn i
svaki realan broj x, pri qemu su an > 0 i bn normiraju�e konstante
za maksimum Mn u odgovaraju�oj graniqnoj teoremi. Taj rezultat
omogu�ava da se zadatak odre�ivaǌa asimptotske raspodele mak-
simuma prvih n qlanova stacionarnog niza koji zadovoǉava uslove
D(un) i D′(un), svede na analogan zadatak za prate�i niz nezavis-
nih sluqajnih veliqina.

ASIMPTOTIKA VEROVATNO�E P{Mn 6 un}

Prvo �emo dokazati rezultate, koji predstavǉaju uopxteǌe teo-
reme 2.3.3 i daju dovoǉne uslove za stacionaran niz (Xn), pri ko-
jima se asimptotsko ponaxaǌe verovatno�e P{Mn 6 un} odre�uje
na osnovu asimptotskog ponaxaǌa repa 1− F (un).

TEOREMA 3.3.1. Neka je (Xn) strogo stacionaran sluqajan niz,
F (x) = P{X1 6 x}, (un) niz realnih brojeva takav da va�e uslovi
D(un) i D′(un) i 0 6 τ < +∞. Tada jednakost

lim
n→∞

P{Mn 6 un} = e−τ , (3.3.1)

va�i ako i samo ako je

lim
n→∞

n(1− F (un)) = τ. (3.3.2)
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Dokaz. Za fiksiran prirodan broj k oznaqimo m = [n/k]. Va�i
jednakost

{Mm > un} =
m⋃
j=1

{Xj > un}. (3.3.3)

Oznaqimo: Aj = {Xj > un}. Koriste�i Bonferonijevu nejednakost
i jednakost (3.3.3) dobijamo da je

m∑
j=1

P (Aj)−
∑

16i<j6m
P (AiAj) 6 P{Mm > un} 6

m∑
j=1

P (Aj). (3.3.4)

Primetimo da je P (Aj) = 1− F (un). Prelaze�i na komplementaran
doga�aj, iz nejednakosti (3.3.4) dobijamo slede�e nejednakosti

1−m(1− F (un)) 6 P{Mm 6 un}

6 1−m(1− F (un)) +m
m∑
j=2

P (A1Aj). (3.3.5)

Posledǌi sabirak u prethodnoj nejednakosti oznaqimo sa S(n, k),
tj.

S(n, k) = m
m∑
j=2

P (A1Aj) =

[
n

k

]
m∑
j=2

P (A1Aj).

Koriste�i uslov D′(un) dobijamo da je

S0(k) := lim sup
n→∞

S(n, k) = o(1/k), k →∞. (3.3.6)

(a) Neka va�i (3.3.2), tj. n(1 − F (un)) → τ > 0, n → ∞. Tada pri
n→∞ va�i km(1− F (un))→ τ , tj.

m(1− F (un))→ τ/k. (3.3.7)

Iz nejednakosti (3.3.5) i relacije (3.3.7) dobijamo da za svaki k
va�i

1− τ

k
6 lim inf

n→∞
P{Mm 6 un}

6 lim sup
n→∞

P{Mm 6 un} 6 1− τ

k
+ S0(k),

odnosno, za svaki k va�e nejednakosti(
1− τ

k

)k
6 lim inf

n→∞
P k{Mm 6 un} 6 lim sup

n→∞
P k{Mm 6 un}

6

(
1− τ

k
+ S0(k)

)k
. (3.3.8)
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Koriste�i nejednakosti (3.3.8) i relacije (3.3.6) i (3.2.5) dobijamo

e−τ 6 lim inf
n→∞

P{Mn 6 un} 6 lim sup
n→∞

P{Mn 6 un} 6 e−τ .

Prema tome, lim
n→∞

P{Mn 6 un} = e−τ , tj. va�i (3.3.1).

(b) Neka je lim
n→∞

P{Mn 6 un} = e−τ , tj. neka va�i (3.3.1). Iz nejed-

nakosti (3.3.5) sledi

1− P{Mm 6 un} 6 m(1− F (un)) 6 1− P{Mm 6 un}+ S(n, k). (3.3.9)

Koriste�i (3.2.5) dobijamo da je lim
n→∞

P{Mm 6 un} = e−τ/k, pa iz

nejednakosti (3.3.9) sledi

1− e−τ/k 6 lim inf
n→∞

m(1− F (un))

6 lim sup
n→∞

m(1− F (un)) 6 1− e−τ/k + S0(k),

odakle dobijamo slede�e nejednakosti

k(1− e−τ/k) 6 lim inf
n→∞

n(1− F (un))

6 lim sup
n→∞

n(1− F (un)) 6 k(1− e−τ/k + S0(k)). (3.3.10)

Nejednakosti (3.3.10) va�e za svaki prirodan broj k, a S0(k) =
o(1/k) pri k → ∞. Kako k(1 − e−τ/k) → τ pri k → ∞, to iz (3.3.10)
sledi da je lim

n→∞
n(1− F (un)) = τ , tj. va�i (3.3.2). �

TEOREMA 3.3.2. Neka je (Xn) strogo stacionaran sluqajan niz
i F (x) = P{X1 6 x}. Pretpostavimo da za svaki realan broj τ iz
nekog intervala [τ0,+∞) postoji niz realnih brojeva (vn), takav da je
lim
n→∞

n(1−F (vn)) = τ i da va�e uslovi D(vn) i D′(vn). Tada, jednakost

lim
n→∞

P{Mn 6 un} = 0, (3.3.11)

va�i za neki niz realnih brojeva (un), ako i samo ako je

lim
n→∞

n(1− F (un)) = +∞. (3.3.12)

Dokaz. (a) Pretpostavimo da va�i (3.3.12). Neka je τ fiksiran broj
u intervalu [τ0,+∞) i (vn) ǌemu odgovaraju�i niz realnih brojeva
za koji va�i uslov teoreme. Kako n(1− F (vn))→ τ i n(1− F (un))→
∞, to za dovoǉno velike indekse n va�e nejednakosti un 6 vn i

P{Mn 6 un} 6 P{Mn 6 vn}. (3.3.13)
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Iz teoreme 3.3.1 sledi da P{Mn 6 vn} → e−τ , pri n → ∞, pa iz
(3.3.13) dobijamo da za svako τ > τ0 va�i lim supn→∞ P{Mn 6 un} 6
e−τ . Pri τ →∞ dobijamo lim

n→∞
P{Mn 6 un} = 0, tj. va�i (3.3.11).

(b) Pretpostavimo da va�i (3.3.11). Neka je τ fiksiran broj u
intervalu [τ0,+∞) i (vn) ǌemu odgovaraju�i niz realnih brojeva,
takav da n(1 − F (vn)) → τ i da va�e uslovi D(vn) i D′(vn). Iz
teoreme (3.3.1) sledi da P{Mn 6 vn} → e−τ > 0, pri n → ∞. Kako
P{Mn 6 un} → 0, to za dovoǉno velike indekse n va�i un 6 vn i

n(1− F (un)) > n(1− F (vn)). (3.3.14)

Kako n(1 − F (vn)) → τ , to iz (3.3.14) dobijamo lim infn→∞ n(1 −
F (un)) > τ , a kako τ mo�e biti proizvoǉan broj iz intervala
[τ0,+∞), to pri τ →∞ dobijamo lim

n→∞
n(1− F (un)) =∞. �

Sada mo�emo dokazati teoremu na osnovu koje se odre�uje asimptot-
ska raspodela maksimuma strogo stacionarnog niza, koji zadovoǉa-
va uslove slabe zavisnosti D(un) i D′(un).

ASIMPTOTSKA RASPODELA MAKSIMUMA Mn

PRI USLOVIMA D(un) I D′(un)

TEOREMA 3.3.3. [Leadbetter (1974)] Neka je (Xn) strogo stacionaran
niz, an > 0, bn ∈ R i un = anx + bn nizovi konstanti i Mn =
max{X1, . . . , Xn}. Pretpostavimo da za svaki realan broj x va�e
uslovi D(un) i D′(un). Neka je (X∗n) prate�i niz nezavisnih sluqa-
jnih veliqina i M∗n = max{X∗1 , . . . , X∗n}. Tada jednakost

lim
n→∞

P{Mn 6 anx+ bn} = G(x),

va�i za neku nedegenerisanu funkciju raspodele G i svaki realan broj
x ∈ C(G), ako i samo ako je

lim
n→∞

P{M∗n 6 anx+ bn} = G(x).

Dokaz. (a) Neka je G(x) > 0 i τ = − lnG(x). Tada va�i

P{M∗n 6 un} → G(x),

⇐⇒ P{M∗n 6 un} → elnG(x) = e−τ ,

⇐⇒ n(1− F (un))→ τ (na osnovu teoreme 2.3.3)

⇐⇒ P{Mn 6 un} → e−τ (na osnovu teoreme 3.3.1).
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(b) Sluqaj G(x) = 0. Iz teoreme o ekstremalnim tipovima za sta-
cionarne nizove dobijamo da je G(x), kao funkcija raspodele ek-
stremnih vrednosti, neprekidna. Neka je τ proizvoǉan broj za
koji va�i 0 < τ < +∞. Tada postoji xτ , tako da va�i G(xτ ) = e−τ .
Prema pretpostavci teoreme za niz

vn(τ) = anxτ + bn,

va�e uslovi D(vn(τ)) i D′(vn(τ)). Iz teorema 2.3.3 i 3.3.1 dobijamo
da svaki od uslova

P{M∗n 6 vn(τ)} → G(xτ ) = e−τ , n→∞,

P{Mn 6 vn(τ)} → G(xτ ) = e−τ , n→∞,

implicira da pri n→∞ va�i

n{1− Fn(vn(τ))} → τ.

U sluqaju G(x) = 0, tvr�eǌe sledi na osnovu teoreme 3.2.2. �

STACIONARNI NORMALNI NIZOVI

U paragrafu 2.8, primer 2.8.2, dokazano je da normalna raspodela
pripada oblasti privlaqeǌa Gumbelove raspodele, tj. maksimum
n nezavisnih sluqajnih veliqina sa normalnom N (0, 1) raspode-
lom ima asimptotski pri n → ∞ Gumbelovu dvojno eksponenci-
jalnu raspodelu. U radu Berman (1964) dokazano je da analogan
rezultat va�i za normalne stacionarne nizove pod vrlo slabim do-
voǉnim uslovom koji treba da zadovoǉava kovarijaciona funkcija
stacionarnog sluqajnog niza. Uslov o kome je req odnosi se na brz-
inu konvergencije kovarijacionog niza ka nuli. Pri tome, normi-
raju�e konstante su iste kao normiraju�e konstante koje se ko-
riste u odgovaraju�oj graniqnoj teoremi za maksimum prate�eg
niza nezavisnih normalno raspodeǉenih sluqajnih veliqina. Taq-
nije va�i slede�a teorema:

TEOREMA 3.3.4. [Berman (1964)] Neka je (Xn) stacionaran nor-
malan sluqajan niz za koji va�i EX1 = 0, DX1 = 1 i gde je rn =
E(XkXk+n), n ∈ N, kovarijacioni niz. Ako va�i jedan od slede�a dva
uslova

(a) lim
n→∞

rn lnn = 0 ili (b)
∞∑
n=1

r2n < +∞,
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onda za svaki realan broj x va�i

lim
n→∞

P{Mn 6 anx+ bn} = exp{−e−x},

gde su konstante an i bn date jednakostima (2.8.23) i (2.8.24).

Na ovom mestu navodimo samo nekoliko komentara u vezi sa
upravo formulisanim rezultatom. Bermanov dokaz teoreme 3.3.4
baziran je na qiǌenici da se verovatno�a P{Mn 6 un} mo�e aproksimi-
rati sa {Φ(un)}n, gde je Φ standardna normalna funkcija raspodele,
a to je posledica slede�e leme:

LEMA 3.3.1. [Berman (1964)] Neka je (Xn) stacionaran normalan niz
sa EX1 = 0, DX1 = 1 i neka je 1 6 l1 6 l2 6 . . . 6 ls. Tada, postoji
konstanta K, takva da za svaki x ∈ R va�i nejednakost∣∣∣∣∣P

(
s⋂
j=1

{Xlj 6 u}
)
− Φs(u)

∣∣∣∣∣ 6 K ∑
16i<j6s

|ρij | exp

{
− u2

1 + |ρij |

}
,

gde je ρij = rli−lj = E(XliXlj ).

Opxta teorija ekstremnih vrednosti stacionarnih nizova, za-
snovana na uslovima D(un) i D′(un), mo�e se primeniti i na sta-
cionarne normalne nizove i time dokazati teorema 3.3.4. Takav
dokaz dat je u radu Leadbetter (1974) i baziran je na slede�oj lemi:

LEMA 3.3.2. [Leadbetter (1974)] Neka je (Xn) standardan staciona-
ran normalan niz. Ako za kovarijacioni niz (rn) va�i jedan od uslova

lim
n→∞

rn lnn = 0 ili
∞∑
n=1

rn < +∞, i ako je (un) niz realnih brojeva

odre�en uslovom 1 − Φ(un) = τ/n, onda su zadovoǉeni uslovi D(un) i
D′(un).

Detaǉe dokaza i bibliografija radova posve�enih ekstremnim vred-
nostima stacionarnih normalnih nizova mogu se na�i u kǌizi Lead-
better, Lindgren, Rootzén (1983). Pomenimo da je brzina konvergencije
u ovom sluqaju odre�ena u radu Rootzén (1983). Ekstremne vred-
nosti stacionarnih procesa sa neprekidnim parametrom su prouqa-
vane u radu Leadbetter, Rootzén (1982).


