
Analitiqka geometrija
Zadaci za praktikum 2008/09

1 Vektori u geometriji

1.1 Neka je ABCD paralelogram. Ako su P i Q taqke definisane sa −−→PD = 3−→AP i −−→QC = 4−→AQ, dokazati
da su B, P i Q kolinearne.

1.2 Ako je taqka F sredixte stranice BC paralelograma ABCD, a taqka E presek du�i AF i BD,
odrediti odnose u kojima ih ona deli.

1.3 Neka je taqka E sredixte stranice AB proizvoǉnog qetvorugla ABCD i neka za taqke F i G
redom va�i −−→EF = −−→BC,−−→EG = −−→AD. Ako je taqka S sredixte stranice CD dokazati da su taqke F , G i S
kolinearne.

1.4 U prostoru su dati paralelogrami A1B1C1D1 i A2B2C2D2. Ako su taqke A, B, C i D sredixta
du�i A1A2, B1B2, C1C2 i D1D2 razliqite taqke, dokazati da je onda i ABCD paralelogram.

1.5 Dokazati da se du�i koje spajaju sredixta naspramnih ivica proizvoǉnog tetraedra uzajamno
polove.

1.6 Neka su taqke M , N i P redom sredixta stranica BC, CA i AB trougla ABC. Neka je D taqka
na stranici BC, a taqke E i F redom sredixta stranica BD i CD. Prave AD i NP seku se u taqki
Q. Dokazati da je EFNP paralelogram qije se dijagonale seku na du�i MQ.

1.7 Dat je trougao ABC i taqke Xn i Yn tako da je −−−→XnB = (n+1)−−−→AXn i −−→YnC = n
−−→
AYn, za n ∈ N. Dokazati

da postoji taqka koja pripada svakoj od pravih XnYn (n ∈ N).

1.8 Taqka P pripada stranici AB, a prava p sadr�i taqku P i paralelna je te�ixnoj du�i CC1,
proizvoǉnog trougla ABC. Ako je p∩BC = {M} i p∩AC = {N} izraziti vektor −−→PM+−−→PN preko vektora
−−→
AB i −→AC.

1.9 Dokazati da se simetrale spoǉaxǌih uglova kod temena A i B i simetrala ugla kod temena C
proizvoǉnog trougla ABC seku u jednoj taqki.

1.10 Dat je trougao 4ABC i taqke A1, B1 i C1 koje pripadaju redom stranicama BC, CA i AB, takve
da su du�ine izlomǉenih linija ABA1, BCB1 i CAC1 jednake poluobimu trougla. Dokazati da se du�i
AA1, BB1 i CC1 seku u jednoj taqki.

1.11 Koriste�i skalarni proizvod dokazati da du�i koje spajaju sredixta susednih stranica kvadrata
obrazuju kvadrat.

1.12 U pravouglom trouglu ABC, sa pravim uglom kod temena C, konstruisana je visina CD. Ako je
M sredixte du�i CD, a N sredixte du�i BD, dokazati da je AM ⊥ CN .

1.13 Dat je trougao ABC kod koga su te�ixne du�i iz temena A i B me�usobno normalne. Odrediti
vezu izme�u du�ina stranica trougla.

1.14 Ako se u qetvorouglu ABCD dijagonale seku pod pravim uglom, dokazati da va�i |−−→AB|2 + |−−→DC|2 =
|−−→BC|2 + |−−→AD|2.

1.15 Krug sa centrom u taqki S dodiruje pravu OA u taqki A, kao i pravu OB. Odrediti vektor −→OS
u funkciji od nekolinearnih vektora −→OA i −−→OB.

1.16 Izvesti formulu za raqunaǌe povrxine trougla ABC: 2P = sinB sinC
sinA |−−→BC|2.

1.17 Dat je proizvoǉan trougao ABC povrxine P . Neka su taqke A1, B1 i C1 takve da va�i−−→
CA1 = −→AC,−−→BC1 = −−→CB,−−→AB1 = −−→BA. Kolika je povrxina trougla A1B1C1?
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1.18 Izraqunati povrxinu trougla odre�enog vektorima 2−→a − 3−→b i 3−→a + 2−→b , ako je |−→a | = 2, |−→b | = 3 i
|−→a +−→b | = 4.

1.19 Dokazati da za komplanarne vektore −→aj , j = 1, 2, 3, 4 va�i (−→a1 ×−→a2)× (−→a3 ×−→a4) = −→0 .

1.20 Dokazati identitet (−→a ×−→b )× (−→b ×−→c ) = [−→a ,−→b ,−→c ] · −→b .

1.21 Dati sistem vektora −→a (3,−4, 2), −→b (6,−8, 5) i −→c odre�uje paralelepiped qija je visina koja odgo-
vara strani (−→a ,−→b ) jednaka 2. Odrediti celobrojne koordinate vektora −→c , ako je |−→c | =

√
14 i

−→
b ·−→c = 5.

1.22 Data je kocka ABCDA1B1C1D1 qija je ivica du�ine 4. Neka su taqke M , N i P sredixta strana
A1B1C1D1, BCC1B1 i DCC1D1 tim redom. Odrediti zapreminu tetraedra AMNP i vektor visine
tetraedra iz temena A preko vektora −−→AB, −−→AD i −−→AA1.

1.23 Date su dve prave piramide sa istom osnovom, kvadratom ABCD stranice a. Neka su V1 i V2

vrhovi datih piramida i ugao izme�u pravih AV1 i BV2 jednak π
4 . Ako je visina jedne piramide jednaka

a, odrediti visinu druge piramide.

2 Koordinate vektora i taqaka
2.1 Dat je pravougli Dekartov koordinatni sistem u ravni Oxy. Nova osa Ox′ zaklapa sa starom Ox
ugao π

12 , a osa Oy′ zaklapa sa osom Ox ugao π
4 . Izraziti stare koordinate (x, y) neke taqke preko ǌenih

novih koordinata (x′, y′).

2.2 Data su dva koordinatna sistema iste orijentacije Oxy i O′x′y′. Prvi od ǌih je pravougli, a
drugi sa koordinatnim uglom α = π

4 . Osa Ox′ zaklapa sa osom Ox ugao π
6 . Poqetak novog koordinatnog

sistema O′ ima koordinate (1,−1) u starom sistemu. Na�i vezu izme�u starih i novih koordinata.

2.3 Data je taqka (1,−2) u odnosu na kosougli Dekartov koordinatni sistem qiji je koordinatni ugao
α = π

6 . Na�i koordinate date taqke u odnosu na koordinatni sistem qije su ose simetrale uglova koji
grade ose datog sistema.

2.4 Dat je pravougli Dekartov koordinatni sistem. Na�i formule transformacije ako se ǌegov ko-
ordinatni poqetak premesti u taqku (2, 5), dok se ǌegove ose zarotiraju za π

4 u smeru kazaǉke na satu.

2.5 Dat je tetraedar ABCD. Koordinatni sistem ima poqetak u temenu A i koordinatne vektore
−→a = −−→AB,−→b = −→AC i −→c = −−→AD. Drugi koordinatni sistem ima poqetak u te�ixtu T1 strane BCD,
a ǌegovi koordinatni vektori su:

−→
a′ = −−→T1A,

−→
b′ = −−→T1B i

−→
c′ = −−→T1D. Odrediti koordinate temena C,

te�ixta tetraedra T i te�ixta strane ACD u oba koordinatna sistema.

2.6 Data su dva pravougla koordinatna sistema Oxyz i Ox′y′z′. Osa Ox′ prolazi kroz prvi oktant i
gradi sa osama Ox i Oy uglove od π

3 . Osa Oy′ le�i u ravni Oxy i gradi sa osom Oy oxtar ugao; osa Oz′

je postavǉena tako da su oba sistema iste orijentacije. Na�i vezu izme�u starih i novih koordinata.

2.7 Za koordinatne vektore prvog koordinatnog sistema uzeti su vektori −→OA,−−→OB i −−→OC koji le�e na
ivicama tetraedra OABC, a za koordinatne vektore drugog koordinatnog sistema vektori koji le�e na
te�ixnim du�ima OM1, OM2 i OM3 strana BOC,COA i OAB, a usmereni su ka taqkama Mi, i = 1, 2, 3.
Na�i vezu izme�u jednog i drugog koordinatnog sistema kao i koordinate temena tetraedra u odnosu
na drugi sistem.

2.8 Data su dva Dekartova koordinatna sistema Oxyz i Ox′y′z′. Prvi sistem je pravougli, ose Oz i
Oz′ se poklapaju, dok su ose Ox′ i Oy′ bisektrise uglova ]xOy i ]zOy. Na�i koordinate taqke M u
odnosu na drugi koordinatni sistem ako su joj koordinate u prvom sistemu (3,−1, 3).
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3 Taqka, prava i ravan
3.1 Odrediti jednaqinu ravni koja sadr�i taqke A(1,−2, 2) i B(2, 3,−1) i normalna je na ravan α :

3x− 2y + z − 6 = 0.

3.2 Odrediti jednaqinu ravni koja sadr�i taqku A(1, 1, 1) i preseqnu pravu ravni α : 2x− y+ 2z− 1 = 0
i β : x+ y − 3z + 2 = 0.

3.3 Odrediti vrednost parametra λ za koju su ravni λx+ (1− λ2)y + 4z + 7 = 0 i 4x− 3λy + 2λ2z − 5 = 0
paralelne.

3.4 Odrediti vrednost parametra λ za koju su ravni 6x + λy − 4z = 0 i x + 2y + 2λz − 3 = 0 me�usobno
normalne.

3.5 Na�i jednaqinu ravni koja sadr�i x–osu i zaklapa ugao od π
6 sa ravni 2x− 3y + 4z − 1 = 0.

3.6 Date su ravni α : x = 3 + u − v, y = 2 + 3u − v, z = 1 + u + v i β : x = −1 + 2u + v, y = −3 − 5u + v, z =
4 + 7u+ λv, u, v ∈ R. Odrediti λ tako da su one me�usobno normalne.

3.7 Odrediti jednaqinu normalne projekcije prave p : −3x + 2y − z + 1 = 0, 2x − y + z + 5 = 0 na ravan
α : −x+ 3y − 4z + 3 = 0.

3.8 Prava b je data kao presek ravni x−y+3z−2 = 0, 2x−2y−5z+1 = 0. Na�i jednaqine kose projekcije
prave b na ravan x+ y + z = 0 ako se projektovaǌe vrxi paralelno vektoru 7−→i + 11−→j + 13−→k . Odrediti
jednaqine ortogonalne projekcije prave b na istu ravan.

3.9 Odrediti zajedniqku normalu pravih a : x− y+ 2z − 1 = 0, 4x+ 3y− z + 3 = 0 i b : 3x+ y− z + 2 = 0,
2x− 5y + 3z − 4 = 0.

3.10 Odrediti jednaqinu ravni koja sadr�i taqku A(−2, 3, 1) i pravu l, ako prava l sadr�i taqku
P (0, 2, 1) i seqe pravu p : 2x− y + 2z = 3, x+ y + z = 0 pod pravim uglom.

3.11 Odrediti jednaqinu ravni koja je normalna na presek ravni x + 2y = 3,−2x + z = 1 i udaǉena je
od koordinatnog poqetka za

√
21.

3.12 Jedno teme paralelepipeda je taqka A(1, 1, 1), a tri ǌegove neparalelne strane pripadaju ravnima
x+y+2z−1 = 0, 2x+y+3z+2 = 0, x−y−z+3 = 0. Odrediti jednaqine ravni kojima pripadaju preostale
tri strane paralelepipeda.

3.13 Na�i jednaqinu ravni koja polovi uglove izme�u ravni 5x− 5y − 2z − 3 = 0 i x+ 7y − 2z + 1 = 0.

4 Linije u ravni
4.1 Na�i GMT u ravni za koje je odnos rastojaǌa od taqke O(0, 0) i prave x+y+1 = 0 jednako

√
2. Koja

je to kriva?

4.2 Kroz koordinatni poqetak su povuqene tetive na krug x2+y2 = 2x. Na�i GMT sredixta tih tetiva.

4.3 Date su taqke A(1, 2, 1), B(0, 0, 1) i C(1, 0, 0). Xta je GMT M kada tetraedar ABCM quva zapreminu?

4.4 Dokazati da se elipsa i hiperbola koje imaju zajedniqke �i�e seku pod pravim uglom.

4.5 Dokazati da povrxina paralelograma qije su stranice konjugovani poludijametri elipse ne zavisi
od izbora poludijametara.

4.6 Odrediti geometrijsko mesto ortogonalnih projekcija �i�e parabole na ǌene normale.

4.7 Odrediti jednaqinu parabole koja prolazi kroz taqke (0,− 3
2 ) i (0,−4) i ima direktrisu 2x−y+1 = 0.

4.8 Odrediti jednaqinu krive drugog reda ako su date �i�a F (2, 1), odgovaraju�a direktrisa 2x+y+3 =
0 i taqka M(1, 2) koja joj pripada.
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4.9 Odrediti jednaqinu krive drugog reda koja sadr�i taqku A(1, 0) i ako je poznat par konjugovanih
dijametara krive: y = 1 i y = x− 1 i ǌena tangenta x− y = 0.

4.10 Za krivu 2x2 +5xy−3y2 +3x+16y = 0 na�i par konjugovanih dijametara od kojih je jedan paralelan
sa pravom 8x+ 10y + 7 = 0.

4.11 Na�i jednaqinu konusnog preseka koji prolazi kroz taqku (1, 1) i ako su mu dva para konjugovanih
dijametara 2x− 3y = 0, x+ 2y = 0 i x− y = 0, 3x− 5y = 0.

4.12 Na�i jednaqinu parabole koja dodiruje x–osu u taqki (4, 0), a y–osu u (0, 3).

4.13 Odrediti GMT iz kojih se parabola p : y2 = 6x vidi pod uglom od π
4 .

4.14 Odrediti GMT iz kojih se elipsa x2

a2 + y2

b2 = 1 vidi pod pravim uglom.

4.15 Dokazati da GMT jednako udaǉenih od taqke M( 1
2 ,

1
2 ) i prave x+ y = 0 odre�eno jednaqinom x2 −

2xy+y2−2x−2y+1 = 0. Ovu jednaqinu svesti na kanonski oblik i napisati formule te transformacije.

4.16 Odrediti jednaqinu hiperbole qije su �i�e F1(−11,−10)i F2(13, 14) i koja sadr�i taqku M(
√

2 +
1, 9
√

2 + 2). svesti dobijenu jednaqinu na kanonski oblik i napisati formule te transformacije.

4.17 Izometrijskom transformacijom svesti jednaqinu krive 7x2−8xy+y2−26x+20y+28 = 0 na kanonski
oblik i napisati formule te transformacije. Odrediti jednaqine asimptota i koordinate �i�a te
krive.

4.18 Transformisati pravougli koordinatni sistem tako da nove ose budu asimptote krive 2x2 +3xy−
2y2 − 9x− 11y = 0.

5 Povrxi i krive u prostoru
5.1 Na�i centar i polupreqnik kruga datog jednaqinama (x−3)2+(y−2)2+(z−2)2 = 25, 2x+2y−z−17 = 0.

5.2 Napisati jednaqine ravni koje dodiruju sferu x2 +y2 +z2−4x+2y−6z+8 = 0 i paralelne su ravni
x− y + 2z + 5 = 0.

5.3 Na�i koordinate centra sfere koja dodiruje ravni α : z + 26 = 0 i β : x + 14 = 0 i sadr�i taqke
A(18, 0,−25) i B(15, 1, 39), ako su tra�ene koordinate celi brojevi.

5.4 Tetraedar je odre�en koordinatnim ravnima i ravni x− 10y− 2z = 57. Na�i centar i polupreqnik
sfere upisane u taj tetraedar.

5.5 Odrediti jednaqinu konoidne povrxi ako je ǌena osa o : x = y = z, direktrisa d : x = 3, z = y2 + 1,
a direktorna ravan α : z = 0.

5.6 Odrediti uniju svih pravih koje su paralelne ravni α : 2x+3y−5 = 0 i seku prave p : x−6
3 = y

2 = z−1
1

i q : x3 = y−8
2 = z+4

2 .

5.7 Odrediti jednaqinu cilindra sa direktrisom x = 1+t, y = 2t, z = t2−t3, qija je izvodnica normalna
na ravan 3x+ 2y + x+ 42 = 0.

5.8 Odrediti jednaqinu kru�nog cilindra sa osom s : x−1
2 = y−2

1 = z+2
2 koji sadr�i taqku A(4, 2, 4).

5.9 Odrediti jednaqinu kru�nog cilindra ako su poznate tri ǌegove izvodnice: l1 : x = y = z, l2 :
x− 1 = y = z, l3 : x = y − 1 = z.

5.10 Oko sfere | −→r − −→r0 |= 3, −→r0(1,−2,−1) je opisan cilindar qije su generatrise paralelne pravoj
x = 2t− 3, y = −t+ 7, z = −2t+ 5. Odrediti jednaqinu tog cilindra.

5.11 Odrediti jednaqinu cilindra koji je opisan oko dve sfere | −→r −−→r0 |= 16, −→r0(1, 0, 2) i | −→r |= 16.

5.12 Na�i jednaqinu konusne povrxi qiji je vrh taqka S(1, 1, 0), a direktrisa kriva x = t, y = t2, z = et.
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5.13 Odrediti jednaqinu konusa sa vrhom V (0, 5, 0) koji dodiruje sferu x2 + y2 + z2 = 9.

5.14 Dati su krug k : (x − 3)2 + (y − 6)2 + (z + 3)2 = 8, x + 2y − z − 12 = 0 i taqka M(6, 8,−2). Odrediti
jednaqinu pravog kru�nog konusa koji sadr�i krug k i taqku M .

5.15 Odrediti jednaqinu konusne povrxi qiji je vrh centar kruga (x − 2)2 + (y − 2)2 + (z + 3)2 = 36,
3x+ y − z = 0, a direktrisa ortogonalna projekcija tog kruga na ravan Oxz.

5.16 Jednaqina x2 + y2 − z2 = 0 predstavǉa kru�ni konus sa vrhom u koordinatnom poqetku qija se osa
poklapa sa z–osom. Prese�i taj konus sa ravni z = λ(y+1) i pokazati da ortogonalna projekcija preseka
na ravna Oxy mo�e biti elipsa, hiperbola, parabola ili taqka u zavisnosti od realnog parametra λ.

5.17 Odrediti osu kru�nog konusa koji je zadat jednaqinom (mx+ ny + pz)2 = x2 + y2 + z2.

5.18 Odrediti jednaqinu konusa qije je teme taqka M(1, 1, 1) i koji je opisan oko elipsoida x2 + 2y2 +
3z2 = 1.

5.19 Taqke A(2, 4, 6), B(2, 20, 6) i C(7, 10, 3) pripadaju konusu Φ sa vrhom V (0, 0, 0). Cilindar Σ u preseku
sa ravni z = 0 daje krivu x2− 2x+ y2 = 24, z = 0. Ukoliko se zna da postoji ravan α u kojoj je zajedniqki
presek α ∩ Φ ∩ Σ krug, odrediti sve takve ravni α. Odrediti jednaqine cilindra Σ i konusa Φ za neki
izbor takve ravni α.

5.20 Hiperbola x2

a2 − z2

c2 = 1, y = 0 rotira oko ose 1) Ox; 2) Oz. Odrediti jednaqinu dobijene rotacione
povrxi i ispitati preseke te povrxi sa ravnima paralelnim koordinatnim ravnima.

5.21 Na�i jednaqine pravih koje pripadaju hiperboliqkom paraboloidu x2

16 −
y2

4 = z i koje su paralelne
ravni 3x+ 2y − 4z = 0.

6 Sferna geometrija
6.1 Odrediti rastojaǌe izme�u dva mesta na Zemǉi (polupreqnika R) koja su data sa A : 30o severne
xirine, 30o istoqne du�ine i B : 30o ju�ne xirine, 90o istoqne du�ine.

6.2 Odrediti rastojaǌe izme�u dva mesta na Zemǉi (polupreqnika R) koja su data sa A : 45o ju�ne
xirine, 20o istoqne du�ine i B : 30o ju�ne xirine, 80o istoqne du�ine.
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