
9. Projektivne transformacije

Definicija

Neka je u projektivnom prostoru RPn dat sistem homogenih

koordinata (x1 ∶ ⋅ ⋅ ⋅ ∶ xn+1). Preslikava�e σ koje je u datom

koordinatnom sistemu dato formulama

λX ′ = AX , (1)

gde je A nedegenerisana, kvadratna matrica reda (n + 1) je
projektivna transformacija prostora RPn.

S obzirom da taqke imaju homogene koordinate, kao i u sluqaju

formula promene tih koordinata, neophodno je uzeti u obzir

da su kordinate AX srazmerne sa jednom (n + 1)-torkom
koordinata taqke X ′, otud i koeficijent λ u formulama.

S obzirom da je detA ≠ 0 direktno sledi i da je σ bijektivno

preslikava�e. Pri tom, dve proporcionalne matrice A i

kA, k ≠ 0 odre�uju isto projektivno preslikava�e.

Ukoliko je sa µY = QX data promena homogenih koordinata,

tada je preslikava�e σ u drugim koordinatama dato sa

νY ′ = QAQ−1Y , odnosno odre�eno je matricom QAQ−1.
Primer Projektivno preslikava�e odre�eno jediniqnom ma-

tricom E je identiqko.

Tvr�e�e

Skup svih projektivnih transformacija prostora RPn je

grupa u odnosu na kompoziciju funkcija.

Dokaz. Jednostavno je proveriti da va�e aksiome grupe.



Grupu projektivnih transformacija n-dimenzionog
projektivnog prostora RPn oznaqavamo sa PGLn.

Neka su aij koeficijenti matrice A. Tada je projektivna

transformacija data slede�im jednaqinama:

λx ′1 = a11x1 + a12x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + a1(n+1)xn+1,
λx ′2 = a21x1 + a22x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + a2(n+1)xn+1,⋮
λx ′n = an1x1 + an2x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + an(n+1)xn+1,

λx ′n+1 = a(n+1)1x1 + a(n+1)2x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + a(n+1)(n+1)xn+1.

Mo�emo podeliti prvih n jednaqina posled�om.

Ako oznaqimo odgovaraju�e afine koordinate x i = xi
xn+1

dobijamo formule datog preslikava�a u afinim

koordinatama

x ′1 = a11x1 + a12x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + a1nxn + a1(n+1)
a(n+1)1x1 + a(n+1)2x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + a(n+1)nxn + a(n+1)(n+1) ,

x ′2 = a21x1 + a22x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + a2nxn + a2(n+1)
a(n+1)1x1 + a(n+1)2x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + a(n+1)nxn + a(n+1)(n+1) ,⋮

x ′n = an1x1 + an2x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + annxn + an(n+1)
a(n+1)1x1 + a(n+1)2x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + a(n+1)nxn + a(n+1)(n+1) .

Primetimo da za a(n+1)1 = a(n+1)2 = ⋅ ⋅ ⋅ = a(n+1)n = 0 dobijamo

formule afinog preslikava�a. Pri tom, tada je

a(n+1)(n+1) ≠ 0, a s obzirom da srazmerne matrice odre�uju

isto projektivno preslikava�e, mo�emo smatrati da je

a(n+1)(n+1) = 1, odnosno da je

A = [A1 B
0 1

] . (2)

Tada je odgovaraju�a afina transformacija(x1, . . . , xn)↦ (x ′
1
, . . . , x ′n) data formulama X ′ = A1X +B.

Pri tom, uoqimo da se projektivnim preslikava�em

odre�enim matricom (2) beskonaqno daleke taqke, gde je

xn+1 = 0, slikaju u beskonaqno daleke, x ′n+1 = 0, odnosno da je

beskonaqno daleka hiperravan invarijantna u ovom

preslikava�u.



Va�i i obrnuto: ako je bekonaqno daleka hiperravan

invarijantna za preslikava�e σ tada je odgovaraju�a matrica

preslikava�a srazmerna matrici (2), pa je i dato

preslikava�e, u afinim koordinatama, afino.

Setimo se i da pojam beskonaqno daleke hiperravni zavisi

isk	uqivo od odabranog sistema homogenih koordinata. U

nekom drugom sistemu koordinata ista hiperravan je konaqna,

ali i da	e invarijantna za preslikava�e σ. Zato va�i

slede�a teorema.

Tvr�e�e

Grupa projektivnih transformacija projektivnog prostora

RPn kod kojih je data hiperravan invarijantna izomorfna je

grupi afinih transformacija afinog prostora An.

Dakle, grupa Aff (Rn) je podgrupa grupe PGLn.

Teorema

Postoji jedinstvena projektivna transformacija prostora

RPn koja slika bazne taqke u datih (n + 2) taqke od kojih su

svakih (n + 1) taqaka u opxtem polo�aju. BD

Sada direktno sledi da je jedna projektivna transformacija

prostora RPn odre�ena sa (n + 2) taqke od kojih su svakih(n + 1) u opxtem polo�aju i �ihovim slikama.

Primetimo da ukoliko va�i da je σ(P) = P1 sledi da se

vektor
Ð→
OP linearnim preslikava�em kojem odgovara matrica

A slika u vektor kolinearan sa
ÐÐ→
OP1.

Zato ako se projektivnim preslikava�em σ taqke A,B,C ,D
slikaju u A1,B1,C1,D1, postoje vektori koji odgovaraju ovim

taqkama za koje va�i da je A ∶Ð→A ↦Ð→A1,
Ð→
B ↦Ð→B1,

Ð→
C ↦Ð→C1,Ð→

D ↦Ð→D1.

Pretpostavimo da taqke C i D pripadaju pravoj AB. Tada

postoje koeficijenti α,β, γ, δ takvi da je
Ð→
C = αÐ→A + βÐ→B ,Ð→

D = γÐ→A + δÐ→B .

Kako je preslikava�e vektora odre�eno matricom A linearno

dobijamo da je tada i
Ð→
C1 = αÐ→A1 + βÐ→B1,

Ð→
D1 = γÐ→A1 + δÐ→B1. Tada,

oqigledno, taqke C1,D1 pripadaju pravoj A1B1. Dobijamo i da

va�i slede�a teorema.

Teorema

a) Projektivna transformacija slika prave u prave,

k-dimenzione projektivne potprostore u k-dimenzione
projektivne potprostore.

b) Ako su A1,B1,C1,D1 slike taqaka A,B,C ,D u projektivnoj

transformaciji, tada je (A,B;C ,D) = (A1,B1;C1,D1).



Neka je projektivna transformacija σ data formulama

λX ′ = AX .

Ako je taqka M invarijantna u ovoj tansformaciji sledi da su

koordinate AM srazmerne sa koordinatama taqke M, odnosno

da su rexe�a jednaqine (A − λE)X = 0.
Pri tom, te koordinate ne mogu biti sve jednake nuli. Zato,

ako je
Ð→
M jedan od vektora koji odgovara taqki M, sledi da jeÐ→

M sopstveni za linearno preslikava�e A.
Geometrijski gledano, matrica A definixe linearno

preslikava�e vektorskog prostora Rn+1, taqka M je

invarijantna ako se vektor
Ð→
M , koji je kolinearan sa

ÐÐ→
OM slika

u vektor koji je tako�e kolinearan sa
ÐÐ→
OM, odnosno ako je

Ð→
M

sopstveni vektor preslikava�a.


