
8. Projektivni prostor

U ovoj lekciji upozna�emo se sa projektivnom geometrijom,

nekim od naqina �enog uvo�e�a kao i sa nekim od �enih

osnovnih osobina.

Prvo �emo uvesti pojam projektivnog prostora. Postoji

nekoliko razliqitih (me�usobno ekvivalentnih) pristupa

uvo�e�u ovog pojma, a mi �emo sada predstaviti jedan od �ih.

Neka je O taqka afinog prostora Rn�1. Posmatrajmo

koordinatni sistem u Rn�1 u kom je taqka O koordinatni

poqetak. Neka je p proizvo	na prava koja sadr�i taqku O.

X
Y

O

Ako su X i Y dve taqke te prave

razliqite od O tada su vektori
Ð�

OX i
Ð�

OY kolinearni. Zato, ako su

�x1, . . . , xn�1� i �y1, . . . , yn�1�, redom,
afine koordinate taqaka X i Y onda

postoji λ > R, razliqito od nule, takvo

da je λ�x1, . . . , xn�1� � �y1, . . . , yn�1�.

Pri tom, bar jedna koordinata taqke X (odnosno taqke Y ) je

razliqita od nule, a prava p je jednoznaqno odre�ena jednom

svojom taqkom razliqitom od O.



Definicija

Neka je � relacija na skupu Rn�1
� �0� data na slede�i naqin.

Neka je �x1, . . . , xn�1� � �y1, . . . , yn�1� ako postoji λ > R, λ x 0,

takvo da je

λ�x1, . . . , xn�1� � �y1, . . . , yn�1�.

Tada je � relacija ekvivalencije. Koliqniqki skup

�Rn�1
� �0��~ � nazivamo realnim projektivnim prostorom

dimenzije n i oznaqavamo RPn.

Elementi projektivnog prostora su klase ekvivalencije

�n � 1�-torki �x1, . . . , xn�1� x 0 i nazivamo ih taqkama.

S obzirom da su �n � 1�-torke iz jedne klase me�usobno
srazmerne, taqki projektivnog prostora pridru�ujemo

�n � 1�-torku �x1 � x2 � � � � � xn�1� i nazivamo je homogenim

koordinatama date taqke.

Uoqili smo da sve �n � 1�-torke �x1, . . . , xn�1� iz iste klase
ekvivalencije pripadaju istoj afinoj pravoj kroz O. Zato i

projektivni prostor RPn mo�emo smatrati i skupom svih

pravih u Rn�1 koje sadr�e datu fiksiranu taqku O.

Ako je X �x1 � x2 � � � � � xn�1� taqka projektivnog prostora,
mo�emo joj pridru�iti i vektor odgovaraju�e afine prave
Ð�

X � λ�x1, . . . , xn�1�, za neko fiksirano λ x 0.

U analogiji sa ovom konstrukcijom, neka je π proizvo	ni

afini potprostor dimenzije �k � 1� koji sadr�i taqku O.
Skup svih afinih pravih koje sadr�e O i pripadaju π qine

projektivni prostor dimenzije k koji je pri tom, podskup

prostora RPn.

Nazivamo ga k-dimezionim projektivnim potprostorom

prostora RPn. Specijalno, ako je k � 1 taj potprostor

nazivamo projektivnom pravom, a ako je k � n � 1, za takav

potprostor ka�emo da je projektivna hiperravan prostora

RPn.

Definicija

Taqke A1�1 � 0 � � � � � 0�, A2�0 � 1 � 0 � � � � � 0�, . . . , An�1�0 � � � � � 0 � 1�
i B�1 � 1 � � � � � 1� nazivamo baznim taqkama.

Definicija

Za nekih k B n � 1 taqaka M1, . . . ,Mk projektivnog prostora

RPn ka�emo da su u opxtem polo�aju ako su vektori
Ð�

M1, . . . ,
Ð�

Mk linearno nezavisni.



Proxirena afina ravan. Posmatraju�i projektivni prostor

kao skup pravih kroz O mo�emo do�i i do druge

interpretacije ovog pojma.

Neka je Rn afina hiperravan u Rn�1 koja ne sadr�i taqku O.

O

X
Y

∞

xn+1 = 1

Postoji afini koordinatni sistem u

Rn�1 takav da data hiperravan ima

jednaqinu xn�1 � 1.
Neka je, da	e, σ dvodimenziona afina

ravan koja seqe Rn po afinoj pravoj.

Neka su X �x1, . . . , xn,1� i Y �y1, . . . , yn,1� dve taqke te prave.
One odgovaraju projektivnim taqkama �x1 � � � � � xn � 1� i
�y1 � � � � � yn � 1�. Ako je Z�z1, . . . , zn,1� jox jedna taqka afine

ravni Rn, tada su Y ,Y ,Z kolinerane ako i samo ako su

vektori �x1, . . . , xn,1�, �y1, . . . , yn,1� i �z1, . . . , zn,1� zavisni.

Ravan σ sadr�i afinu pravu kroz O (odnosno projektivnu

taqku) koja je u afinom smislu paralelna Rn. Ta afina prava

je odre�ena ne-nula vektorom �v1, . . . , vn,0�. Uoqimo da su, pri

tom, vektori �y1 � x1, . . . , yn � xn,0� i �v1, . . . , vn,0� kolinearni.

Sada mo�emo dati jox jednu interpretaciju projektivnog

prostora RPn.

Ako projektivna taqka ÇX ima posled�u koordinatu razliqitu

od nule, odnosno ako odgovaraju�a afina prava seqe afinu

hiperravan Rn u nekoj afinoj taqki X , tada toj projektivnoj
taqki ÇX pridru�ujemo afinu taqku X . Ako su �x1 � � � � � xn�1�
projektivne koordinate taqke ÇX , onda taqka X ima afine

koordinate � x1
xn�1

, . . . , xn
xn�1

,1� (i obrnuto).

Ako afini potprostor dimenzije �k � 1�, koji odre�uje

k-dimenzioni projektivni potprostor Çπ, seqe Rn po afinom

potprostoru π onda k-dimenzionom projektivnom potprostoru

Çπ pridru�ujemo π. Pri tom va�i da je ÇX > Çπ ako i samo ako je

X > π.

O

X
Y

∞

xn+1 = 1

Ako projektivna taqka za svoju posled�u

homogenu koordinatu ima 0, odnosno, ako

je odgovaraju�a prava odre�ena vektorom

�v1, . . . , vn,0� tada ona (afino) ne seqe
hiperravan Rn�1.

Zato moramo formalno dopuniti Rn taqkama koje odgovaraju

projektivnim taqkama �v1 � � � � � vn � 0� i koje �emo zvati

beskonaqno dalekim.



Pri tom, projektivna taqka �v1 � � � � � vn � 0�, odnosno
odgovaraju�a afina prava kroz O, pripada svim afinim

ravnima σ qija direktrisa sadr�i vektor �v1, . . . , vn,0�. Sve
ove ravni seku Rn po (afino) paralelnim pravama. Dakle, dve

(afino) paralelne prave u Rn imaju (projektivno) zajedniqku

beskonaqno daleku taqku.

Sve beskonaqno daleke taqke pripadaju (afino) hiperavni

Çα � xn�1 � 0, koja je afino paralelna Rn. Zato, u projektivnom

smislu, sve beskonaqno daleke taqke pripadaju jednoj

projektivnoj hiperravni α, odre�enoj sa Çα, koju nazivamo
beskonaqno dalekom.

Sada mo�emo re�i i da je RPn
� Rn

8 α.
Pri tom, ako su �x1, . . . , xn� afine koordinate taqke iz Rn

onda su �ene projektivne �x1 � � � � � xn � 1�. Beskonaqno daleke

taqke imaju posled�u homogenu koordinatu 0.

Pri tom su taqke �x1 � � � � � xn � 1�, �y1 � � � � � yn � 1� i
�v1 � � � � � vn � 0� kolinearne ako i samo ako su vektori

�y1 � x1, . . . , yn � xn,0� i �v1, . . . , vn,0� srazmerni.

Primedba Primetimo da pojam beskonaqno dalekih taqaka

zavisi od izbora hiperravni koja ne sadr�i taqku O. Sa pro-

jektivnog stanovixta "konaqne" i beskonaqno daleke taqke

se ne razlikuju.

Promenom koordinatnog sistema (afinih ili homogenih ko-

ordinata, svejedno) taqke koju su bile beskonaqne mogu po-

stati konaqne i obrnuto, kao xto �emo videti.

Uoqimo da neke od prethodnih definicija, recimo baznih

taqaka, zavise od izbora afinog koordinatnog sistema, u

kojem je data taqka O koordinatni poqetak, a data hiperravan

Rn ima jednaqinu xn�1 � 1.
Jedna afina promena kordinata prostora Rn�1 za koju je O
invarijantna taqka data je formulama X �

� AX , gde je A
realna kvadratna matrica dimenzije �n � 1� i detA x 0.

Ova promena koordinata indukuje i promenu projektivnih

koordinata taqaka. S obzirom da su homogene koordinate

odre�ene do na koeficijent srazmernosti λ, dobijamo da je

tada promena projektivnih koordinata prostora RPn data sa

λX �
� AX , detA x 0.



Projektivni potprostor prostora RPn dimenzije �n � 1� je
odre�en odgovaraju�om afinom hiperravni π prostora Rn�1

koja sadr�i taqku O. Zato π ima afinu jednaqinu

u1x1 � . . .un�1xn�1 � 0.
Taqka X �x1, . . . , xn�1� pripada toj hiperravni ako i samo ako

vektor
Ð�

OX � �x1, . . . , xn�1� pripada direktrisi te hiperravni,

odnosno ako i samo ako taqka �x1 � � � � � xn�1� pripada
odgovaraju�em projektivnom potprostoru. Zato je ujedno i

jednaqina projektivne hiperravni

u1x1 � . . .un�1xn�1 � 0,

gde za bar jedno i va�i da je ui x 0.
S obzirom da je sa λu1x1 � . . . λun�1xn�1 � 0 data ista

hiperravan, mo�emo joj dodeliti homogene koordinate

ut � �u1 � � � � � un�1�. Matriqno jednaqinu hiperravni zapisujemo

utX � 0.

S obzirom da je svaka hiperravan predstav	ena homogenom

�n � 1�-torkom, kao xto je i svaka projektivna taqka to znaqi

da i svako tvr�e�e koje va�i za taqke mo�emo

preformulisati me�aju�i req taqka reqju hiperravan,

pripada reqju sadr�i,... i dobiti ponovo tvr�e�e projektivne

geometrije. Ovaj princip nazivamo principom dualnosti.

Tako�e i slede�e tvr�e�e sledi direktno iz definicije

projektivnog potprostora.

Teorema

Svake dve hiperravni se seku po projektivnom potprostoru

dimenzije �n � 2�.

Dvorazmera. Neka su A i B dve projektivne taqke i p prava

�ima odre�ena. Tada proizvo	na projektivna taqka C

pripada pravoj p ako i samo ako je vektor
Ð�

C linearna

kombinacija vektora
Ð�

A i
Ð�

B , odnosno,

O

A BC

ako postoje α i β takvi da je
Ð�

C � α
Ð�

A � β
Ð�

B . Pri tom, va�i da je

α2 � β2 x 0.

Uoqimo i da je kα
Ð�

A � kβ
Ð�

B tako�e vektor koji odgovara taqki

C , odnosno da su α i β odre�eni do na koeficijent

srazmernosti.



Ako je α � 0 ili β � 0 tada je B � C odnosno A � C . Ako α x 0

onda za k �
1

α dobijamo da je jedan od vektora kolinearnih sa
Ð�

C jednak
Ð�

A �
β
α

Ð�

B .

Ako su A,B,C konaqne razne taqke, tada postoji λ > R takvo

da je
Ð�

AC � λ
Ð�

AB, pa va�i da je
Ð�

OC � �1 � λ�
Ð�

OA � λ
Ð�

OB, te je

β

α
�

λ

1 � λ
�

Ð�

AC
Ð�

CB
. (1)

Neka su sada C x D taqke prave p razliqite od A i B i neka je
Ð�

C � α
Ð�

A � β
Ð�

B i
Ð�

D � γ
Ð�

A � δ
Ð�

B . Tada je svaki od koeficijenata

α,β, γ, δ razliqit od nule, a s obzirom da je C x D va�i i da

je β
α x

δ
γ .

Definicija

Broj �A,B;C ,D� � β
α �

δ
γ nazivamo dvorazmerom taqaka

A,B,C ,D.

Uoqimo da definicija dvorazmere ne zavisi od izbora

vektora
Ð�

A ,
Ð�

B ,
Ð�

C ,
Ð�

D , odnosno, da se za vektore k1
Ð�

A , k2
Ð�

B ,

k3
Ð�

C , k4
Ð�

D , k1k2k3k4 x 0 dobija isti rezultat. Tako�e, kako su

taqke C i D razliqite sledi i da je �A,B;C ,D� x 1.
Neka su A,B,C ,D konaqne taqke. Tada direktno sledi iz (1)

da je

�A,B;C ,D� �

Ð�

AC
Ð�

CB
�

Ð�

AD
Ð�

DB
,

te vidimo i afini smisao dvorazmere.

Slede�a tvr�e�a direktno slede iz definicije dvorazmere.

Tvr�e�e

Neka su A,B,C ,D qetiri razne, kolinearne taqke. Tada va�i:

a) �A,B;C ,D� � �C ,D;A,B�
b) �A,B;C ,D� � 1

�A,B;D,C� .

Tvr�e�e

Neka su A,B i C tri razne kolinearne taqke i λ > R, λ x 0,1.
Tada postoji jedinstvena taqka D takva da je �A,B;C ,D� � λ.

Dokaz. Ako je
Ð�

C � α
Ð�

A � β
Ð�

B tada je taqka D odre�ena sa
Ð�

D �
Ð�

A �
β
αλ

Ð�

B .



Definicija

Qetiri razne kolinearne taqke A,B,C i D su harmonijski

spregnute ili harmonijski konjugovane ako je

�A,B;C ,D� � �1. Tada pixemo H�A,B;C ,D�.

Neka su A,B,C ,D razne kolinearne taqke. Tada postoje

koeficijenti β i δ takvi da je

Ð�

C �
Ð�

A � β
Ð�

B ,
Ð�

D �
Ð�

A � δ
Ð�

B .

Tada je dvorazmera �A,B;C ,D� � β � δ. Zato su taqke A,B,C ,D
harmonijski spregnute ako i samo ako je β � δ � 0.

Primer Neka su date taqke A�x1 � 1� i B�x2 � 1� jedne projek-
tivne prave, i neka je C� x1�x2

2
� 1� euklidsko sredixte du�i

AB. Prona�imo taqku D takvu da je H�A,B;C ,D�. Va�i da

je
Ð�

C �
Ð�

A �

Ð�

B . Neka je
Ð�

D �
Ð�

A � δ
Ð�

B . Tada su taqke harmoni-

jski spregnute ako i samo ako je 1 � δ � 0, odnosno δ � �1.

Dakle taqka D je odre�ena vektorom
Ð�

D �
Ð�

A �

Ð�

B � �x1�x2,0�,
odnosno ima homogene koordinate �x1 � x2 � 0� � �1 � 0�, te je

D beskonaqno daleka taqka te prave.


