
6. Afine transformacije u Rn
� 1,2

Afina transformacija prave data je jednaqinom

x � � ax � b, a x 0.

Teorema

Neka su A,B i A1,B1 dva para raznih taqaka jedne prave. Tada

postoji jedinstvena afina transormacija σ te prave takva da

je σ�A� � A1, σ�B� � B1.

Pretpostavimo prvo da je a � 1. Tada je transformacija
izometrija i to koincidencija ε za b � 0, odnosno

translacija τb za b x 0.

Neka je sada a x 1. Tada transformacija ima taqno jednu
invarijantnu taqku S . Pri tom ona ima koordinatu S �

b
1�a .

Zato je transformacija data sa

x � � ax � �1 � a�S
i u pita�u je homotetija HS ,a.

Pri tom, uoqimo da je homotetija HS ,a prave ujedno i

dilatacija prave sa osnovom S i koeficijentom a, paralelno
vektoru prave.

Afine transformacije prave

afina transformacija inv. taqke sopst. vredn.

ε sve 1

τv g 1

HS ,a � DS ,a S a x 1

Setimo se i da je τ
2
Ð�

AB
� SB X SA, gde je SA �HS,�1 � DS,�1

centralna refleksija. Zato direktno va�i slede�e tvr�e�e.

Tvr�e�e

Svaka afina transformacija prave mo�e se predstaviti kao

kompozicija ne vixe od dve dilatacije od kojih najvixe jedna

nije i refleksija.



Neka je data afina transformacija ravni σ � X �
� AX �B, gde

je A kvadratna matrica.

Va�i slede�e tvr�e�e, sliqno kao kod izometrija.

Tvr�e�e

Neka su A,B,C i A1,B1,C1 dve trojke nekolinearnih taqaka

jedne ravni. Tada postoji jedinstvena afina transformacija

σ te ravni takva da je σ�A� � A1, σ�B� � B1, σ�C� � C1.

Neka su λ1 i λ2 sopstvene vrednosti matrice A. One mogu
biti ili obe realne ili konjugovano kompleksne.

1. Pretpostavimo da su λ1,2 � a � ıb konjugovano kompleksni

brojevi, b x 0. Tada λ � 1 nije sopstvena vrednost i

transformacija ima taqno jednu invarijantnu taqku S . Pri
tom, ako je A�v1 � ıv2� � �a � ıb��v1 � ıv2�, a samim tim i

A�v1 � ıv2� � �a � ıb��v1 � ıv2�, va�i da je

Av1 � av1 � bv2,

Av2 � bv1 � av2.
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Kako su konjugovano kompleksni

sopstveni vektori za vrednosti λ1 i λ2
nezavisni, linearno su nezavisni i

v1, v2.

U bazi �v1, v2� matrica preslikava�a data sa
� a b
�b a

	 .

Ovo preslikava�e je uopxtena rotacija RS .

Ako su vektori v1 i v2 ortogonalni i jediniqni , uopxtena

rotacija je kompozicija homotetije H
S ,
º
a2�b2

i euklidske

rotacije oko taqke S .
Nada	e, neka su λ1 x λ2 > R. Tada postoji baza ravni

sastav	ena od sopstvenih vektora u kojoj je matrica

preslikava�a data sa

�λ1 0

0 λ2
	 .



2.

Ukoliko λ1, λ2 x 1
afina transformacija

ima taqno jednu

invarijantnu taqku S .
Ovu transformaciju

nazivamo uopxtenom

homotetijom i

oznaqavamo HS,λ1,λ2 .
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Neka je λ1 � 1.

3a. Ako transformacija ima bar

jednu invarijantnu taqku S i ako

su v1, v2 sopstveni vektori za

λ1 � 1 i λ2, sve taqke prave
p � S �L�v1� su invarijantne, a

afina transformacija je

dilatacija Dp,v2,λ2 sa osnovom p,
paralelno vektoru v2 sa
koeficijentom λ2.
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3b. Ako transformacija nema

invarijantnih taqaka, onda

postoji vektor v kolinearan

vektoru v1 i dilatacija Dp,v2,λ2 ,

gde je p prava paralelna vektoru

v1 takvi da je σ � τv XDp,v2,λ2 .

Transformaciju mo�emo nazvati

klizaju�om dilatacijom.
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4.

Pretpostavimo sada da je λ1 � λ2 > R. Tada postoji baza u kojoj

je matrica preslikava�a data sa

A1 � �λ1 0

0 λ1
	 ili A2 � �λ1 1

0 λ1
	 .

Neka je matrica data sa A1.

4a. Tada, ako je λ1 x 1 transformacija ima taqno jednu
invarijantnu taqku S i pri tom se proizvo	ni vektor v slika

u λ1v . Zato je transformacija homotetija HS,λ1 .

4b i v. Ako je λ1 � 1 transformacija je ili koincidencija ε
kada ima bar jednu invarijantnu taqku ili translacija τv
kada ih nema.

Neka je konaqno matrica transformacije data sa A2.

4g. Ako je λ1 x 1 afina transformacija ima taqno jednu
invarijantnu taqku S . Neka je v1 sopstveni vektor za λ1. Ako
je HS ,λ1 homotetija sa centrom u S , a Tp,v1 transvekcija, gde je
p � S �L�v1�, tada direktno dobijamo da je σ �HS ,λ1 X Tp,v1 .

4d. Ako je λ1 � 1 i postoji bar jedna

invarijantna taqka transformacije,

onda je transformacija transvekcija

Tp,v1 gde je v1 sopstveni vektor za λ1 i
p � S �L�v1�.
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4�. Ako je λ1 � 1 i σ nema invarijantnih taqaka, tada je

σ � τv X Tp,v1 , gde je v proizvo	ni vektor.

Mo�e se pokazati i da va�i slede�a teorema, u analogiji sa

odgovaraju�om teoremom o izometrijama ravni.

Teorema

Svaka afina transformacija ravni mo�e se predstaviti kao

kompozicija ne vixe od tri dilatacije ravni, me�u kojima

najvixe jedna nije i afina refleksija.



Afine transformacije ravni

af. tran. inv. taqke sops. vrednosti
baza od

sops. vekt.

ε sve λ1,2 � 1 DA

τv g λ1,2 � 1 DA

Tp,v1 P > p λ1,2 � 1 NE

τv X Tp,v1 g λ1,2 � 1 NE

Dp,v2,λ2 P > p λ1 � 1, λ2 x 1 DA

τv XDp,v2,λ2 g λ1 � 1, λ2 x 1 DA

HS ,λ1,λ2 S λ1 x λ2, λ1, λ2 x 1 DA

HS ,λ1 S λ1 � λ2 x 1 DA

HS,λ1 X Tp,v1 S (va�i S > p) λ1 � λ2 x 1 NE

RS S λ1,2 � a � ıb NE


