
5. Afine transformacije

Prvo �emo se podsetiti pojmova afinog prostora i

potprostora, afinog repera i afinih koordinata taqaka

Definicija

Neka je V n-dimenzioni, vektorski prostor nad po	em R i A

skup, qije elemente nazivamo taqkama. Neka je, da	e,

� � A � V � A preslikava�e za koje va�i:

1� A �
Ð�

0 � A, za svaku taqku A > A;

2� �A � u� � v � A � �u � v�, za svaku taqku A > A

i proizvo	ne u, v > V ;

3� za proizvo	ne dve taqke A,B > A postoji taqno jedan vektor

u > V , takav da je A � u � B.

Tada ure�enu trojku A � �A,V ,�� nazivamo n-dimenzionim
afinim prostorom. Vektor u, takav da je A � u � B

oznaqavamo jox u �
Ð�

AB. Vektorski prostor V nazivamo

direktrisom prostora A.



Neka je da	e O > A proizvo	na taqka, i e � �e1, . . . , en� jedna
baza vektorskog prostora V .

Ako je X > A proizvo	na taqka, tada postoje jedinstveni

x1, . . . , xn > R takvi da je
Ð�

OX � x1e1 � � � � � xnen. Tada su�x1, . . . , xn� koordinate vektora Ð�OX u bazi e i identifikujemo

ih.

Definicija

Ure�eni par �O, e� nazivamo afinim reperom, a n-torku�x1, . . . , xn� koordinatama taqke X u reperu Oe.

Ako su �A�, �B�, �u� koordinate taqaka A i B u datom reperu i

vektora u u datoj bazi, onda je �u� � �B� � �A�.

Neka je �O �, f � neki drugi reper afinog prostora.

Neka je M matrica prelaska sa baze e na bazu f direktrise V ,

tj. neka je f � Ae i oznaqimo sa �O �� i kolonu koordinata te

taqke u reperu �O, e�.
Ako su �X � i �X �� kolone koordinata proizvo	ne taqke X u

reperima �O, e� i �O, f �, tada je Ð�OX � �X �te,ÐÐ�O �X � �X ��t f .
Zato je

�X �te �
Ð�

OX �

ÐÐ�

OO �
�
ÐÐ�

O �X � �O ��te � �X ��t f � ��O ��t � �X ��tM�e,

te su formule promene koordinata date na slede�i naqin

X � MtX �
� O �.

Ako je P ` A i pri tom, postoji vektorski potprostor U ` V
takav da preslikava�e � slika P � U na P, onda je �P,U,��
afini potprostor prostora A.

Pri tom je �P,U,��, po definiciji, afini prostor dimenzije

dimU. Ako je P > P proizvo	na taqka oznaqavamo ovaj

potprostor i sa P � U.

Primer Uoqimo da su euklidska prava, ravan i prostor,

ujedno i realni afini prostori dimenzija 1,2 i 3. Pri

tom su standardne koordinate zapravo afine koordinate u

odnosu na reper Oe, gde je O koordinatni poqetak, a baza e

ortonormirana baza
Ð�

i , �Ð�i ,Ð�j �, �Ð�i ,Ð�j ,Ð�k �.
Prava p u euklidskoj ravni ili prostoru Rn,n � 2,3 je afini
potprostor dimenzije 1. Ako je P proizvo	na taqka te prave

i v vektor koji je odre�uje, mo�emo pisati da je p � P�L�v�.



Primer ...Ravan π u euklidskom prostoru R3 je afini pot-

prostor dimenzije 2. Ako je P > π i ako su v1, v2 dva neko-

linerna vektora te ravni onda je π � P �L�v1, v2�.
Definicija

Neka je A n-dimenzioni afini prostor i P �egov potprostor

dimenzije �n � 1�. Tada je P hiperravan prostora A.

Neka je P � P �L�v1, . . . , vn�1� i Oe dati reper prostora A u

kome taqka P ima koordinate �p1, . . . ,pn�. Tada je i

vi � Pj α
i
jej za neke α

j
i > R. Taqka X sa koordinatama�x1, . . . , xn� pripada toj ravni ako i samo ako

Ð�

PX > L�v1, . . . , vn�1�, odnosno ako je determinanta

det

<@@@@@@@>

x1 � p1 . . . xn � pn

v1

1
. . . vn

1

� �

v1

n�1 . . . vn
n�1

=AAAAAAA?
jednaka nuli. Zato je hiperravan opisana linearnom

jednaqinom

a1x1 � � � � � anxn � b � 0. (1)

Obrnuto, ako koordinate taqaka P i X zadovo	avaju jednaqinu

(1), koordinate vektora
Ð�

PX zadovo	avaju homogenu jednaqinu

a1x1 � � � � �anxn � 0, te
Ð�

PX > U, gde je U jedan �n�1�-dimenzioni
vektorski prostor rexe�a ove homogene jednaqine.

Afine transformacije.

Neka je A � �A,V ,�� realni afini prostor.

Neka je σ � A� A bijektivno preslikava�e takvo da za

B � A � u i D � C � u va�i σ�B� � σ�A� � σ�D� � σ�C�. Tada

preslikava�e σ indukuje preslikava�e σ � V � V dato sa

σ�Ð�AB� � σ�B� � σ�A�.
Ako je preslikava�e σ linearno, onda je σ afina

transformacija prostora A, a σ �en linearni deo.

Primer Uoqimo da su sve sliqnosti (dakle i izometrije)

prostora Rn �egove afine transformacije.

Tvr�e�e

Neka je σ afina transformacija prostora A. Tada je σ
automorfizam vektorskog prostora V .



Dokaz. S obzirom da je σ � V � V linearno preslikava�e, da

bi bio automorfizam dovo	no je pokazati da je injektivno.

Ako postoji v x 0 vektor takav da je σ�v� � 0, tada za
proizvo	ni par taqaka A,B takav da je A � v � B va�i

σ�A� � σ�B�, te tada σ nije bijekcija.

Na�imo koordinatni zapis formula jedne afine

transformacije. Neka je O koordinatni poqetak, i neka je X
proizvo	na taqka, a σ�X � � X �. Oznaqava�emo kolonu

koordinata proizvo	ne taqke istom oznakom kao i taqku.

Tada je σ�Ð�OX � �ÐÐ�O �X �, pa postoji kvadratna matrica A takva

da je X �
� O �

� A�X � O�, te je
X �

� AX � O �.

Pri tom, kako je σ bijektivno preslikava�e, matrica A je

nedegenerisana, odnosno detA x 0. Vidimo da formule afine

transformacije imaju isti oblik kao formule promene

koordinata prilikom promene afinog repera.

Neka su σi � X �
� AiX � Bi , i � 1,2 dve afine transformacije

jednog prostora. Tada �ihova kompozicija σ2 X σ1 ima
formule X �

� A2�A1X � B1� � B2, odnosno

X �
� A2A1X � �A2B1 � B2�,

a kako je detA2A1 � detA2 detA1 x 0, ponovo predstav	a jednu

afinu transformaciju.

Odavde sledi i da je σ � X �
� A�1

1
X � ��A�1

1
B1� afina

transformacija inverzna transformaciji σ1.

Zato va�i slede�e tvr�e�e.

Tvr�e�e

Skup afinih transformacija prostora A je grupa u odnosu na

kompoziciju transformacija.

Definicija

Grupu afinih transformacija afinog prostora A oznaqavamo

sa Aff �A�.
Primedba Uoqimo da su grupe izometrija euklidske ravni

Iso�Rn� i sliqnosti Sim�Rn� podgrupe grupe Aff �Rn�.



Tvr�e�e

Afina transformacija σ:
a) slika kolinearne taqke u kolinearne. Pri tom, quva

razmeru du�i �ima odre�enih.

b) slika afini potprostor u afini potprostor iste

dimenzije.

v) slika paralelne afine potprostore u paralelne afine

potprostore.

Dokaz. Neka su A,B,C tri razne kolinearne taqke i

A1,B1,C1 �ihove slike u transformaciji σ. Tada postoji

λ > R takvo da je
Ð�

AC � λ
Ð�

AB. Pri tom je σ�Ð�AC� � λσ�Ð�AB�,
odnosno

ÐÐ�

A1C1 � λ
ÐÐ�

A1B1. Zato su A1,B1 i C1 kolinearne i pri

tom je razmera du�i �ima odre�enih ista.

Tvr�e�a pod b) i v) sada direktno slede.

Primer Neka je P � P � W potprostor afinog prostora A

sa direktrisom V . Neka je U vektorski potprostor prostora

V , takav da je W ` U � V .

X
U

X0

X ′

P

Posmatrajmo preslikava�e σ qije su

invarijantne taqke taqke potprostora

P, pa time i σ�w� � w , za w > W . Neka

je pri tom, σ�u� � �u, za u > U.

Primer ... Ako je w1, . . . ,wk jedna baza prostora W i

u1, . . . ,ul baza prostora U tada u bazi w1, . . . ,ul preslika-

va�e σ ima matricu

�Ek 0

0 �El
	 , (2)

te je u pita�u afina transformacija. Nazivamo je afinom

simetrijom u odnosu na potprostor P paralelno U (ili

refleksijom za k � n � 1) i oznaqavamo SP,U .

U sluqaju euklidskog prostora, uz dodatni uslov da su

prostori W i U ortogonalni, ova transformacija je

euklidska simetrija u odnosu na P. Oqigledno je i da

ukoliko neka transformacija σ ima bar jednu invarijantnu

taqku i u nekoj bazi matricu (2), onda je σ afina simetrija.



Kao i u sluqaju izometrija, sopstvene vrednosti i postoja�e

invarijantnih taqaka su neophodne informacije za

klasifikova�e afinih transformacija.

Neka je X �
� AX � B. Matrica A ima n sopstvenih vrednosti

nad po	em kompleksnih brojeva. Pri tom, ako je λ > C
sopstvena vrednost tada je to i λ. Za razliku od

ortogonalnih matrica, ipak nije nu�no i da postoji baza

prostora sastav	ena od sopstvenih vektora. Ipak, postoji

baza u kojoj je matrica preslikava�a data u �ordanovoj

normalnoj formi

<@@@@@>
J1 0

�

0 Jl

=AAAAA?
gde su Jk �

<@@@@@@@>

λk 1 0

0 λk 1 . . .
� 1

0 λk

=AAAAAAA?
�ordanovi blokovi.

Oznaqava�emo sa V1 ` � � � ` Vl dekompoziciju prostora V gde je

Vk prostor koji odgovara �ordanovim blokovima za vrednost

λk .

Primer Odredimo afine transformacije σ prostora

A qije su invarijantne taqke, taqke jedne hiperravni

P � P � W .

Ako su w1, . . . ,wn�1 vektori baze prostora W , va�i da je

σ�wi� � wi . Zato matrica preslikava�a ima sopstvenu

vrednost λ1 � 1 stepena bar �n � 1� i bar �n � 1� nezavisnih
sopstvenih vektora za tu vrednost. Preostala sopstvena

vrednost λ2 mora biti realna.

Pretpostavimo prvo da je λ2 x 1. Tada postoji i sopstveni

vektor u te vrednosti. U bazi w1, . . . ,wn�1,u matrica pres-

likava�a ima oblik

Primer ...

�En�1 0

0 λ2
	

Ovakvu transformaciju nazivamo

dilatacijom prostora sa osnovom P,

paralelno u, sa koeficijentom λ2 i
oznaqavamo sa DP,u,λ2 .

X

X ′

U

X0
P

Neka je X taqka prostora koja ne

pripada hiperravni P, i

s � X �L�u� prava. Prava s
prodire hiperravan u taqki X0 i

pri tom je
ÐÐ�

X0X kolinearan sa u,

te se slika u λ2
ÐÐ�

X0X �

ÐÐ�

X0X �.

Primetimo da je za λ2 � �1 ova

transformacija refleksija u

odnosu na hiperravan P paralelno

vektoru u.



Primer Pretpostavimo sada da je λ2 � 1. Ukoliko postoji

baza prostora sastav	ena od sopstvenih vektora matrica

preslikava�a je A � E , a kako postoje i invarijantne taqke

u pita�u je koincidencija ε.

Primer Pretpostavimo stoga, da σ x ε. Tada postoji baza

prostora, oznaqimo je w1, . . . ,wn u kojoj je matrica preslika-

va�a ima �ordanovu formu

<@@@@@>
En�2 0 0

0 1 1

0 0 1

=AAAAA?
.

Vektori w1, . . . ,wn�1 razapi�u

ravan P. Neka je X proizvo	na

taqka koja ne pripada hiperravni

P, i X � �ena slika. Neka je

s � X �L�wn�.

Primer ...

X X ′
U

X0
P

Prava s prodire hiperravan P u

invarijantnoj taqki X0. Pri tom je

vektor
ÐÐ�

X0X � k � wn te se slika u

k � wn�1 � k � wn �
ÐÐ�

X0X �. Zato je
ÐÐ�

XX �
� k � wn�1. Ovu transformaciju

nazivamo transvekcijom prostora sa

osnovom P u pravcu vektora wn�1.

Transvekcija je na jedinstven naqin

odre�ena ako je pri tom, poznat vektor

wn. Oznaqavamo je sa TP,wn�1,wn . Ako

umesto vektora wn�1 posmatramo neki

drugi vektor sa �im paralelan, matrica

transvekcije u toj bazi je data sa

<@@@@@>
En�2 0 0

0 1 λ
0 0 1

=AAAAA?
.

Primedba Dakle, jedine neidentiqke transformacije

afinog prostora qiji je skup invarijantnih taqaka jedna

hiperravan su dilatacije i transvekcije.

Neka je afina transformacija data formulom σ � X �
� AX �B.

Setimo se da ukoliko λ � 1 nije sopstvena vrednost matrice

A, tada σ ima taqno jednu invarijantnu taqku.

Ako je λ � 1 sopstvena vrednost, tada je V1 ` Vk dekompozicija

prostora V , gde je V1 potprostor koji odgovara �ordanovim

blokovima za λ � 1.



Sliqno kao u sluqaju izometrija, afina transformacija bez

invarijantnih taqaka mo�e se zapisati kao kompozicija

translacije i transformacije sa invarijantnim taqkama.

Teorema

Neka afina transformacija σ � X �
� AX � B nema

invarijantnih taqaka. Tada postoji afina transformacija ω
sa bar jednom invarijantnom taqkom i translacija τv takvi da

je σ � τv X ω i v > V1. Pri tom, A je ujedno i matrica

preslikava�a ω.


