
4. Sliqnost

Definicija

Neka je k A 0 pozitivan realan broj. Bijektivno preslikava�e

P � Rn
� Rn je sliqnost prostora Rn sa koeficijentom k , ako

za proizvo	ne dve taqke A,B > Rn va�i

ρ�P�A�,P�B�� � k � ρ�A,B�. Skup svih sliqnosti prostora Rn

oznaqavamo sa Sim�Rn�.
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Primer Svaka izometrija prostora Rn je ujedno i sliqnost

sa koeficijentom 1.

Teorema

Neka su P1 i P2 sliqnosti prostora Rn sa koeficijentima k1
i k2. Tada je P1 XP2 tako�e sliqnost Rn, sa koeficijentom

k1 � k2.

Dokaz. Neka su P1 i P2 redom, sliqnosti prostora Rn sa

koeficijentima k1 i k2 i A,B > Rn proizvo	ne taqke. Tada je

ρ�P2 XP1�A�,P2 XP1�B�� � k2 � ρ�P1�A�,P1�B�� � k2k1 � ρ�A,B�,

odakle sledi tvr�e�e.

Posledica

Skup Sim�Rn� sa operacijom kompozicije preslikava�a qini

grupu.



Grupa Iso�Rn� izometrija prostora Rn je podgrupa grupe

Sim�Rn�.

Definicija

Neka je S > Rn taqka i k x 0 realan broj. Za proizvo	nu taqku

P prostora Rn neka je P1 taqka takva da je
Ð�

SP �
� k �

Ð�

SP.
Preslikava�e HS ,k � Rn

� Rn dato sa HS,k�P� � P � naziva se

homotetijom prostora Rn i koeficijentom k .
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Ako HS ,k�P� � P �,HS ,k�Q� � Q � tada je

ÐÐ�

P �Q �
� k �

Ð�

PQ, (1)

pa je ρ�P �,Q �� � Sk S � ρ�P,Q�.

Zato je homotetija HS ,k sliqnost sa koeficijentom Sk S.
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Uoqimo, pri tom, da je za k x 1 jedina

invarijantna taqka homotetije HS ,k

taqka S , dok je HS ,1 � ε. Pri tom, ako je

k A 0 taqke P i P � se nalaze sa iste

strane taqke S , dok je za k @ 0 taqka S
izme�u P i P �. Specijalno, ako je k � �1

va�i da je HS ,�1 centralna refleksija

prave, za n � 1, odnosno centralna

simetrija ravni (prostora), za n � 2

(n � 3).

Ako je HS ,k preslikava�e vektorskog prostora Rn indukovano

homotetijom HS,k , HS ,k je linearno preslikava�e koje

proizvo	an vektor v slika u k � v . Zato je odgovaraju�a

matrica tog preslikava�a k � E . Onda mo�emo pisati da je

X �
� S � kE�X � S�, odnosno da je homotetija data formulama

X �
� kX � �1 � k�S .

Pri tom, inverzno preslikava�e H�1

S,k je homotetija HS ,1~k .

Tvr�e�e

Homotetijom HS ,k se:

a) kolinearne taqke A,B,C takve da je B izme�u A i C slikaju

u kolinearne taqke A�,B �,C � takve da je B � izme�u A� i C �;

b) prave slikaju u sebi paralelne prave;

v) ravni slikaju u sebi paralelne ravni;

g) uglovi se slikaju u sebi jednake uglove.

Dokaz. Ako je
Ð�

BC � λ
Ð�

AC , λ A 0, tada je, zbog (1) i
ÐÐ�

B1C1

� k
Ð�

BC � λk
Ð�

AC � λ
ÐÐ�

A�C �, pa tvr�e�e a) sledi. Tvr�e�a b) i v)

se direktno dobijaju iz (1). S obzirom da se kraci konveksnog

ugla �POQ slikaju u sebi paralelne krake O �P � i O �Q �, a du�

PQ u P �Q � sledi da se �POQ slika u konveksan ugao �P �O �Q �

odnosno sebi jednak ugao. Tada se i odgovaraju�i nekonveksni

ugao slika u sebi jednak, nekonveksni ugao.



Teorema

Svaka sliqnost mo�e se zapisati kao kompozicija homotetije

sa proizvo	nim centrom i izometrije.

Dokaz.
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Neka je P sliqnost sa koeficijentom

k A 0 i neka je HS ,k homotetija sa

proizvo	nim centrom S . Neka je
I �HS,1~k XP. Kako su HS ,1~k i P,

redom, sliqnosti sa koeficijentima

1~k i k �ihova kompozicija I je

sliqnost sa koeficijentom 1, odnosno

izometrija. Zato je P �HS ,k X I.

Posledica

Preslikava�e prostora P � Rn
� Rn je sliqnost sa

koeficijentom k ako i samo ako su �egove formule u

ortonormiranom koordinatnom sistemu date sa X �
� AX �B,

gde je AtA � k2E .

Dokaz. Ako je P sliqnost sa koeficijentnom k tada je

P �HS ,k X I, za neku taqku S i izometriju I � X �
� A1X �B1.

Formule sliqnosti P tada su date sa

X �
� k�A1X �B1� � �1 � k�S , odnosno

X �
� �kA1�X � �kB1 � �1 � k�S�.

Matrica A1 izometrije I je takva da je At
1
A1 � E , te je

matrica sliqnosti A � kA1 takva da va�i AtA � k2E .

Obratno, neka je P preslikava�e dato formulama

X �
� AX �B, gde je AtA � k2E .

Neka je, da	e HS ,1~k homotetija sa koeficijentom 1~k A 0,

data formulama X �
�

1

kX � �1 � 1

k �S . Tada je kompozicija

HS ,1~k XP data formulama X �
�

1

k �AX �B�� �1� 1

k �S , a kako je

� 1kA�t� 1kA� � E , u pita�u je neka izometrija I. Zato je

P �HS ,k X I kompozicija dve sliqnosti sa koeficijentima

1~k i 1, sliqnost.

Primedba Neka je sliqnost P �HS ,k XI, gde je I izometrija.

Uoqimo da, ukoliko je λ sopstvena vrednost matrice A1

izometrije I, tada je kλ sopstvena vrednost matrice sliq-

nosti P. Pretpostavimo da P nije izometrija, odnosno da

za koeficijent k va�i Sk S x 1. Tada, za sopstvene vrednosti,
realne ili kompleksne, matrice A � kA1 va�i da je SkλS � Sk S,
pa 1 nije sopstvena vrednost matrice A...



Primedba... Zato sliqnost ima taqno jednu invarijantnu

taqku T . Ako, pri tom, tra�imo da je S � T , tada je T
invarijantna i za izometriju I.

S obzirom da se svaka sliqnost mo�e predstaviti kao

kompozicija homotetije i izometrije, za koje ponaosob va�i

slede�a posledica, direktno vidimo da ona va�i i u opxtem

sluqaju.

Posledica

Sliqnost slika kolinearne taqke u kolinearne, paralelne

prave u paralelne prave, paralelne ravni u paralelne ravni,

uglove u �ima jednake uglove.

Definicija

Sliqnost P � X �
� AX �B je direktna ako je detA A 0, a

indirektna ukoliko je detA @ 0.

Sliqno, kao i u sluqaju izometrija, skup direktnih sliqnosti

prostora Rn je podgrupa grupe Sim�Rn�.

Primer Na�imo sada kompoziciju dve homotetije HA,k1 X

HB,k2 . Formule ovih preslikava�a su

HA,k1 � X
�
� k1X � �1 � k1�A,

HB,k2 � X
�
� k2X � �1 � k2�B.

Tada su formule kompozicije HA,k1 XHB,k2 date sa

X �
� k1k2X � �k1�1 � k2�B � �1 � k1�A�.

Primer ...Ukoliko je k1k2 x 1 ovim formulama je data ho-

motetija sa koeficijentom k1k2 i centrom C takvim da je

k1�1 � k2�B � �1 � k1�A � �1 � k1k2�C . Ako je k1k2 � 1, trans-

formacija je data sa

X �
� X � �k1 � 1��B �A�.

Zato, ukoliko je k1 � 1 � k2 ili A � B kompozicija je

koincidencija ε, a u suprotnom je translacija τv za vektor

v � �k1 � 1�
Ð�

AB.


