
17. Klajnov model hiperboliqke geometrije

Predstavi�emo ukratko, jox jedan poznat model hiperboliqke

geometrije, Klajnov disk model K. Taqke ovog modela su
tako�e taqke unutrax�osti jediniqnog kruga kojeg tako�e

nazivamo apsolutom.

O

N

S

P
P1

Sam model K se od Poenkareovog disk

modela mo�e dobiti jednostavnom

geometrijskom konstrukcijom. Neka jeS2 jediniqna sfera euklidskog prostora
sa centrom u koordinatnom poqetku.

Tada je apsoluta presek sfere S2 i
ravni x3 = 0.

Stereografskom projekcijom π, ju�na hemisferaS2− = {(x1, x2, x3)∣x21 + x2
2
+ x2

3
= 1, x3 < 0} slika se u unutrax�ost

apsolute, dok je sama apsoluta invarijantna u ovoj projekciji.

Neka je π1 ortogonalna projekcija prostora na ravan x3 = 0.

�ena restrikcija na S2− je bijekcija kojom se S2− slika u
unutrax�ost apsolute. Zato π1 ○ π−1 slika unutrax�ost
apsolute u sebe.

Klajnov disk model je slika Poenkareovog disk modela u

bijekciji J = π1 ○ π−1.
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Prave Klajnovog modela K su slike

h-pravih Poenkareovog disk modela.
h-prava je uopxteni krug euklidske

ravni ortogonalan na apsolutu.

Stereografska projekcija slika uglove u

�ima jednake uglove, a uopxtene krugove

euklidske ravni u krugove sfere S2, i
pri tom je apsoluta invarijantna.

Zato je slika uopxtenog kruga l̃ ortogonalnog na apsolutu,
krug sfere ortogonalan na apsolutu, koji tada pripada ravni

prostora paralelnoj x3-osi.



Pri tom, taqke h-prave se slikaju u taqke ju�ne hemisfere, pa
je slika jedne h-prave l , u stereografskoj projekciji, polukrug
ortogonalan na apsolutu.

Da	e, ortogonalnom projekcijom π, polukrugovi ju�ne

hemisfere se slikaju u euklidske otvorene du�i, jer pripadaju

ravnima normalnim na x3 = 0. Ako su X i Y beskonaqno

daleke taqke h-prave l , tada je �ena slika, prava u Klajnovom
modelu l, otvorena euklidska du� XY , a taqke X i Y
smatramo beskonaqno dalekim taqkama hiperboliqke prave l.
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Uoqimo, pri tom, ukoliko je l̃ euklidski
krug i C �egov centar, prava XY je

polara taqke C u odnosu na apsolutu.

Sliqno, ako je l̃ prava tada je prava XY
polara beskonaqno daleke taqke. Pravu

XY oznaqavamo tada sa l .

Ako su z = x1 + ıx2 koordinate taqke Poenkareovog disk modela,
taqka π−1(x1, x2) ima koordinate X ,Y ,Z

X = 2x1
x2
1
+ x2

2
+ 1 , Y = 2x2

x2
1
+ x2

2
+ 1 , Z = −√1 −X 2 −Y 2.

Zato su koordinate ω = x1 + ıx2 odgovaraju�e taqke Klajnovog
modela date sa

x1 = 2x1
x2
1
+ x2

2
+ 1 , x2 = 2x2

x2
1
+ x2

2
+ 1 ,

odnosno ω = 2∣z ∣2+1z .
Obratno,

x1 = X

1 − Z
= x1

1 +√1 − x2
1
− x2

2

, x2 = Y

1 − Z
= x2

1 +√1 − x2
1
− x2

2

,

odnosno z = 1

1+√1−∣ω∣2ω.

Izomorfizam dva modela ne preslikava uglove u �ima

podudarne uglove.

Neka su l̃1 i l̃2, dva kruga sa centrima C1 i C2, koji definixu

h-prave l1 i l2 Poenkareovog disk modela sa beskonaqno
dalekim taqkama X1,Y1, odnosno X2 i Y2.

Oni su normalni ako i samo ako centar jednog pripada

radikalnoj osi za drugi krug i krug k , odnosno ako i samo ako

C2 ∈ X1Y1, ili ekvivalentno C1 ∈ X2Y2. Sliqno va�i ukoliko

je bar jedna od h-pravih odre�ena euklidskom pravom. Zato

va�i slede�e tvr�e�e.

Tvr�e�e

Prava Klajnovog modela l1 normalna na pravu l2 ako i samo

ako prava l1 sadr�i pol prave l2.



h-refleksije u Klajnovom modelu.

Neka je l h-prava Poenkareovog disk modela i l �ena slika u
Klajnovom modelu. Na�imo refleksiju u odnosu na pravu l
Klajnovog modela odnosno preslikava�e Sl = J ○ Sl ○ J−1.
h-prave se h-refleksijom slikaju u h-prave. Zato Sl slika
otvorene tetive apsolute u otvorene tetive apsolute i "quva"

kolinearnost taqaka.
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Setimo se da se preslikava�e ravni

koje "quva" kolinearnost naziva

kolineacija i da je svaka kolineacija

projektivno preslikava�e. Zato je Sl
restrikcija jednog projektivnog

preslikava�a P ravni, koje pri tom

slika apsolutu k u sebe.

Taqke osnovice su invarijantne za refleksiju. Dakle, taqke l,
a samim tim i l su invarijantne za P, pa je prava l osa
preslikava�a P.
h-prave normalne na osnovicu h-refleksije su invarijantne za
tu refleksiju. Zato, ako je p prava Klajnovog modela normalna
na l, odnosno ako p sadr�i pol prave l , onda je p invarijantna

za Sl. Zato je p invarijantna za P, pa je pol prave l centar
preslikava�a. Zato je P hiperboliqka homologija.

Neka se taqka A modela K slika putem refleksije Sl u taqku
A1, neka je C pol prave l i neka AA1 seqe l u L. Tada su C i L
invarijantne za preslikava�e, a taqke A i A1 se slikaju jedna

u drugu.

Projektivno preslikava�e "quva" dvorazmeru, pa je(C ,L,A1,A)−1 = (C ,L,A,A1) = (C ,L,A1,A) odnosno(C ,L,A1,A) = −1. Zato je H(C ,L,A,A1). Homologija sa ovom
osobinom je harmonijska homologija. Svaka harmonijska

homologija je involutivno preslikava�e.

Obratno, ako je P harmonijska homologija, gde su osa i centar,

redom, pol i polara u odnosu na k, slika k u sebe, a P ∣K je

jedna refleksija modela.

Zato je grupa izometrija hiperboliqke ravni podgrupa grupe

projektivnih transformacija za koje je, pri tom, krug k
invarijantan.



Va�i i obrnuto, odnosno restrikcija svakog projektivnog

preslikava�a P za koje je krug k invarijantan, na K je jedna

izometrija modela.

Setimo se i da su proizvo	ne dve konike projektivno

ekvivalentne. Zato va�i slede�e tvr�e�e.

Teorema

Grupa izometrija hiperboliqke ravni izomorfna je podgrupi

projektivnih preslikava�a ravni u kojima je data konika

invarijantna.


