
15. Klasifikacija h-izometrija

Do sada smo zak	uqili da je grupa h-izometrija hiper-

boliqke ravni podgupa grupe inverzivnih transformacija.

Pri tom, svaka direktna h-izometrija mo�e se predstaviti

kao kompozicija dve h-refleksije, a svaka indirektna je kom-
pozicija do tri h-refleksije.

Tvr�e�e

Neka je A h-taqka razliqita od centra apsolute O. Tada

postoji jedinstvena h-refleksija Sl koja slika A u O.

Dokaz. Neka je l h-prava koja ne sadr�i taqku O, odre�ena

krugom l̃ sa centrom u C i koordinatom c = a + ıb. Tada je

Sl(O) = 1

c . Ako je A ≠ O h-taqka i w �ena kompleksna

koordinata, sledi da je c = 1

w , centar euklidskog kruga l̃ koji
odre�uje h-pravu l takvu da je Sl(A) = O.

Definicija

h-prava l takvu da se h-refleksijom Sl taqka A slika u B je

h-simetrala du�i AB.

Dakle, ako je jedna od taqaka A i B centar apsolute pokazali

smo da postoji jedinstvena h-simetrala te du�i. Ako je Sq
refleksija kojom se A slika u O a B u B1 i l1 h-simetrala
du�i OB1, tada je h-prava Sq(l) simetrala du�i AB. Zato
va�i slede�e tvr�e�e.

Tvr�e�e

Neka su A i B dve razne h-taqke. Tada postoji jedinstvena

h-simetrala du�i AB.



Primedba Ako je w kompleksna koordinata taqke A ≠ O
tada je formula h-refleksije kojom se A slika u O data sa
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Sl(z) = w
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z −w
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Neka je I h-izometrija. Tada je I restrikcija homografije Ĩ,
odnosno antihomografije proxirene euklidske ravni. Svaka

direktna (odnosno indirektna) transformacija Ĩ je odre�e-

na na jedinstven naqin slikama tri taqke proxirene euk-

lidske ravni. Ako je taqka A sa koordinatom z invarijantna

za Ĩ, direktno dobijamo i da je ψk(A) = A′ sa koordinatom
1

z invarijantna za Ĩ.

Indirektne h-izometrije.

Potra�imo invarijantne taqke indirektne h-izometrije I i

odgovaraju�e antihomografije. Naglasimo da ukoliko Ĩ ima

bar jednu invarijantnu taqku A koja ne pripada apsoluti, tada

je i ψk(A) ≠ A tako�e invarijantna taqka.

Ako je z ∈ C koordinata invarijantne taqke, tada je za

a = ∣a∣eıα, z = ∣z ∣eıφ i b = b1 + ıb2
az − az = b∣z ∣2 − b,

2Im az = b1(∣z ∣2 − 1) − ıb2(∣z ∣2 + 1),
b1(∣z ∣2 − 1) = 0, 2∣z ∣ sin(φ − α) = b2∣a∣ (∣z ∣2 + 1). (2)

1. Pretpostavimo, prvo da je b1 = 0 i poka�imo da je tada

data transformacija h-refleksija.

Naime, ako je b = 0, onda je I oqigledno refleksija u odnosu

na pravu kroz O.

Ako pretpostavimo da je b ≠ 0 onda je transformacija I data

sa

z ↦ −a/bz − 1−b/bz − a/b , (3)

pa kako je Re b = 0, sledi da je u pita�u h-refleksija u odnosu

na h-pravu koja pripada euklidskom krugu sa centrom C(− a
b).

Obratno, ako je transformacija h-refleksija, onda ona ima

invarijantne h-taqke, za koje va�i da je ∣z ∣ < 1, pa iz prve

jednakosti (2) sledi da je b1 = 0.



Dakle, pokazali smo da va�i slede�e tvr�e�e.

Tvr�e�e

Neka je I indirektna h-izometrija z ↦ az+b
bz+a . Tada:

a) I je refleksija ako i samo ako je Re b = 0;
b) I je refleksija ako i samo ako ima bar jednu invarijantnu

taqku.

2. Ako indirektna h-izometrija I nema invarijantnih

h-taqaka, tada je b1 ≠ 0 i transformacija I mo�e imati

invarijantne taqke samo na apsoluti k. Dakle tada je ∣z ∣ = 1, a
sin(φ − α) = b2∣a∣ .
Za argument φ imamo dva rexe�a φ1 = arcsin(b2∣a∣) + α i

φ2 = π − arcsin(b2∣a∣) + α, odnosno postoje dve invarijantne

beskonaqno daleke taqke X i Y .

Tada se i h-prava l (ortogonalna na apsolutu) odre�ena

taqkama X i Y slika u sebe.
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Neka je P ∈ l h-taqka i P ′ = I(P). Neka je p
h-prava ortogonalna na l u P i q
h-simetrala du�i PP ′. h-refleksija Sp
slika pravu l u sebe, a h-polupravu PX u

h-polupravu PY , pa odgovaraju�a

antihomologija slika taqku X u Y i

obrnuto. Zato je kompozicija Sp ○ Sq ○ Sl
restrikcija antihomologije koja ima

invarijantne taqke X i Y , a pri tom slika

taqku P u P ′ i da	e je I = Sp ○ Sq ○ Sl . Ovu
transformaciju zovemo klizaju�om

refleksijom G
l ,
ÐÐ→
PP ′ du� prave l za vektorÐÐ→

PP ′.

Direktne h-izometrije. Neka je I = Sl2 ○ Sl1 direktna
h-izometrija. Ako je A invarijantna taqka homologije Ĩ onda

je to i ψk(A). Stoga, ako transformacija I nema

invarijantnih h-taqaka, onda Ĩ mo�e imati invarijantne

samo taqke koje pripadaju apsoluti, pri tom ne vixe od dve.

Ako se h-taqka A slika h-refleksijom Sl1 u h-taqku A1 ≠ A,
tada je l1 h-simetrala du�i AA1. Ako je Sl2(A1) = A tada je i l2
h-simetrala du�i AA1 pa je l1 = l2. Zato va�i slede�e

tvr�e�e.

Tvr�e�e

Ako su l1 i l2 razne h-prave tada je h-taqka A invarijantna zaI = Sl2 ○ Sl1 ako i samo ako se l1 i l2 seku u A.

Sada �emo, na osnovu me�usobnog polo�aja h-pravih l̃1 i l̃2,
odnosno, na osnovu broja invarijantnih taqaka homologije Ĩ i

�ihovog polo�aja klasifikovati direktne h-izometrije.



1. Ako je l1 = l2, onda je I identiqko preslikava�e ili

koincidencija i oznaqavamo je ε. Sve h-taqke su
invarijantne.
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2. Ako neidentiqka transformacija ima bar

jednu invarijantnu h-taqku A, onda se l1 i l2
seku u h-taqki A, a taqka ψk(A) = A′ je
invarijantna i za Ĩ. Ako bi Ĩ pored ove dve

taqke imala jox neku invarijantnu taqku bila

bi identiqko preslikava�e. Zato ne postoje

ni beskonaqno daleke invarijantne taqke.

Proizvo	na h-taqka X se transformacijom I slika u taqku

X ′ takvu da je ugao α izme�u h pravih AX i AX ′ jednak
dvostrukom uglu izme�u h-pravih l1 i l2. Transformaciju I
nazivamo centralnom rotacijom, sa centrom A za ugao α i

oznaqavamo sa RA,α. Znaqi va�i tvr�e�e.

Tvr�e�e

Neidentiqka direktna h-izometrija I je rotacija ako i samo

ako I ima invarijantnu bar jednu h-taqku. Tada je ta h-taqka
jedinstvena invarijantna za I.
3. Ako su X i Y dve beskonaqno daleke invarijantne taqke i n
h-prava �ima odre�ena, tada je n invarijantna za I.
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Neka je l1 ortogonalna na n u L i neka jeI(L) = L1, a h-prava l2 h-simetrala h-du�i
LL1. Tada je kompozicija Sl2 ○ Sl1 restrikcija
homografije kojom se taqke X ,Y ,L slikaju

redom u X ,Y i L1, pa je I = Sl2 ○ Sl1 . h-prave l1
i l2 su hiperparalelne. Transformaciju I
nazivamo translacijom za vektor

Ð→
LL1 i

oznaqavamo τÐ→
LL1

.

Obratno, ako su l1 i l2 hiperparalelne prave, ortogonalne na n
i X i Y beskonaqno daleke taqke prave n, tada Ĩ neidentiqka

transformacija koja slika taqke X i Y u sebe, te je u pita�u

translacija.

4. Ukoliko su prave l1 i l2 paralelne sa zajedniqkom

beskonaqno dalekom taqkom X tada je X invarijantna za Ĩ.
Dakle ne postoji transformacija Ĩ bez invarijantnih taqaka.

O
k

l̃1 l̃2

Uopxteni krugovi l̃1 i l̃2 se dodiruju u taqki

X , te �ihovi centri pripadaju euklidskoj

pravoj koja u X dodiruje k . Ako bi postojala

jox neka beskonaqno daleka invarijantna

taqka Y , tada bi va�ilo

ψl̃1
(Y ) = ψl̃2

(Y ) = Y1 ≠ Y , pa bi centri l̃1 i l̃1
pripadali pravoj koja seqe k u taqkama Y i

Y1. Zato transformacija Ĩ ima samo jednu

beskonaqno daleku invarijantnu taqku.



h-izometrija I je oricikliqka rotacija odnosno paralelno

pomera�e. Oznaqavamo ga sa RX ,L,L1 gde je L proizvo	na

taqka, a L1 �ena slika.

Poka�imo da i u ovom sluqaju mo�emo R da predstavimo kao

kompoziciju Sl2 ○ Sl1 , gde je l2 proizvo	na prava sa beskonaqno

dalekom taqkom X . Neka je L1 proizvo	na h-taqka h-prave l2 i

L =R−1(L1), a l1 h-simetrala du�i LL1. Tada je kompozicijaR ○ Sl1 indirektna transformacija sa bar jednom

invarijantnom h-taqkom L1, pa je u pita�u osna refleksija Sq,
gde L1 ∈ q.
Tada je R = Sq ○ Sl1 . S obzirom da R̃ ima samo jednu

invarijantnu taqku, beskonaqno daleku X , h-prave l1 i q su

tako�e paralelne, sa istom beskonaqno dalekom taqkom X .

Zato je q = l2 i R = Sl2 ○ Sl1 .

Primer Neka su l1 i l2 dve prave koje se seku u O a redom

odre�uju uglove θ1 i θ2 sa x1-osom. Tada je Sl2 ○ Sl1 ∶ z ↦
e2ıθ2(e2ıθ1z) = e2ı(θ2−θ1)z . Dakle, h-rotacija oko taqke O za

dati ugao je restrikcija euklidske rotacije za isti ugao.

h-izometrije hiperboliqke ravni:

izometrija inv. h-taqke inv. b.d. taqke direktnost

ε sve sve +

τÐ→
LL1

∅ X ,Y ∈ L̃L1 +

RA,α A ∅ +

RX ,L,L1 ∅ X +

Sp taqke prave p X ,Y ∈ p̃ {G
p,
Ð→
LL1

∅ X ,Y ∈ p̃ {


