
11. Konike u projektivnoj ravni
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Setimo se da je jednaqina krive drugog reda u euklidskoj

ravni, u afinim koordinatama, data sa

a11x
2

1 + 2a12x1x2 + a22x22 + 2a13x1 + 2a23x2 + a33 = 0.
S obzirom da je x1 = x1

x3
, x2 = x2

x3
, gde su (x1 ∶ x2 ∶ x3) odgovaraju�e

projektivne koordinate, prethodna jednaqina u projektivnim

koordinatama ima slede�i oblik

a11x
2

1 + 2a12x1x2 + a22x22 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3 + a33x23 = 0,
odnosno ∑3

i ,j=1 aijxixj = 0. Matriqno jednaqinu krive drugog

reda u projektivnim koordinatama zapisujemo X tAX = 0, gde je
A simetriqna matrica.

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Sve proporcionalne, ne-nula matrice zadaju istu krivu. Pri

tom, uoqimo da nam je neophodno, u opxtem sluqaju pet raznih

taqaka da bi kriva bila odre�ena na jedinstven naqin.

Neka je X = QX ′ promena homogenih koordinata (ili
projektivno preslikava�e). Tada direktno dobijamo da u

novim koordinatama kriva drugog reda ima jednaqinu

X ′tQtAQX ′ = 0, odnosno da je matrica krive data sa QtAQ.
S obzirom da je matrica A simetriqna, ona je

dijagonalizabilna, odnosno, postoji ortogonalna matrica Q
takva da je QtAQ = D[λ1, λ2, λ3]. Ukoliko je λ1 ≠ 0 tada

promenom koordinata x ′
1
= √∣λ1∣x1, x ′2 = x2, x

′
3
= x3, dobijamo da

je nova matrica krive je oblika D[±1, λ2, λ3].
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Sliqnim postupkom dolazimo do zak	uqka da postoji promena

koordinata (ili projektivno preslikava�e), takvo da je u

novim koordinatama matrica krive oblika A1 = D[1,0,0],
A2 = D[1,1,0],A3 = D[1,−1,0],A4 = D[1,1,1], A5 = D[1,1,−1].

1 Ako je matrica krive A1, onda je jednaqina krive x2
1
= 0,

pa je kriva zapravo prava x1 = 0.
2 Matricama A2 i A3 odgovaraju krive sa jednaqinama

x2
1
+ x2

2
= 0 i x2

1
− x2

2
= 0, te su u pita�u, redom taqka(0 ∶ 0 ∶ 1) i unija dve prave x1 + x2 = 0 i x1 − x2 = 0.

3 Ako je kriva data matricom A4 ima jednaqinu

x2
1
+ x2

2
+ x2

3
= 0, qija su rexe�a x1 = x2 = x3 = 0, ali s

obzirom da ne postoji taqka qije su sve homogene

koordinate nula, u pita�u je prazan skup.

4 Matrici A5 odgovara jednaqina x2
1
+ x2

2
− x2

3
= 0, odnosno u

afinim koordinatama x2
1
+ x2

2
= 1, te je u pita�u

jediniqni krug.
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U prva qetiri sluqaja smo dobili degenerisane krive drugog

reda. S obzirom da projektivne transformacije slikaju prave

u prave, taqke u taqke, zak	uqujemo da peti sluqaj odgovara

svim nedegenerisanim konikama. Dakle va�i slede�a teorema.

Teorema

Sve nedegenerisane konike projektivne ravni projektivno su

ekvivalentne jediniqnom krugu.

Direktna posledica je i da su svake dve nedegenerisane

konike me�usobno ekvivalentne.

Pol i polara. Neka je Γ ∶ ∑3

i ,j=1 aijxixj = 0 nedegenerisana

konika.
Definicija

Dve taqke A i B su harmonijski spregnute (harmonijski

konjugovane) u odnosu na Γ ako va�i H(A,B,C ,D), za neke dve
taqke C ,D ∈ Γ.
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Tada taqke C i D pripadaju pravoj AB i va�iÐ→
C =Ð→A + λ1Ð→B , Ð→D =Ð→A + λ2Ð→B ,

gde je λ1 + λ2 = 0. Mo�emo u ovoj definiciji dopustiti i da

se taqke C i D poklapaju, tada je λ1 = λ2 = 0, te pisati i da je

H(A,B,A,A). Pri tom, tada prava AB ima sa krivom jednu

zajedniqku taqku te je AB tangenta na Γ u taqki A. Tada
tako�e smatramo da je taqka B spregnuta sa A.

Tako�e, prava AB ne mora da ima zajedniqkih (realnih)

taqaka sa Γ. Tada formalno postoje λ1, λ2 ∈ C, odnosno prava

AB seqe Γ u imaginarnim taqkama. Ako je λ1 + λ2 = 0 i tada

�emo smatrati da su A i B spregnute u odnosu na Γ.
Primetimo da, s obzirom da projektivne transformacije

slikaju spregnute taqke u spregnute taqke, direktno sledi da

je i odnos pol-polara u odnosu na krivu invarijantan pri

projektivnim transformacijama.
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Neka su (α1 ∶ α2 ∶ α3) i (β1 ∶ β2 ∶ β3) homogene koordinate
taqaka A i B.
Taqke C i D pripadaju Γ ako i samo ako je

3∑
i ,j=1 aij(αi + λβi)(αj + λβj) = 0,

gde je λ = λ1, λ2.
A

B

C

D

Uslov λ1 + λ2 = 0 ekvivalentan je, na osnovu

Vijetovih formula, tome da je koeficijent u

prethodnoj kvadratnoj jednaqini λ jednak

nuli, odnosno ∑3

i ,j=1 aijαiβj = 0. Sad vidimo da

je skup taqaka ravni spregnutih sa A u odnosu

na Γ dat jednaqinom ∑3

i ,j=1 αixj = 0, i
predstav	a pravu.
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Definicija

Pravu a koja je skup svih taqaka harmonijski spregnutih sa A u

odnosu na krivu Γ nazivamo polarom te taqke u odnosu na

krivu. Taqka A je pol prave a.

Ako je A matrica krive, vidimo da se homogene koordinate

polare dobijaju kao

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
u1
u2
u3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= A

⎛⎜⎝
α1
α2
α3

⎞⎟⎠ .
S obzirom da je relacija harmonijske spregnutosti u odnosu na

taqke C i D simetriqna po A i B, direktno sledi naredno

tvr�e�e.
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Tvr�e�e

Neka su redom, A i a, odnosno B i b parovi pol-polara u

odnosu na datu krivu Γ. Tada va�i da taqka A pripada pravoj

b ako i samo ako taqka B pripada pravoj a.

Tvr�e�e

Neka su P i p pol i polara u odnosu na krivu Γ. Tada va�i da

taqka P pripada pravoj p ako i samo ako pripada krivoj Γ.

Dokaz. Neka je kriva data jednaqinom X tAX = 0. Oznaqimo
sa P kolonu koordinata iste taqke, a sa ut = [u1 ∶ u2 ∶ u3]
koordinate polare p. Tada je AP = u.
Taqka P pripada polari ako i samo ako je utP = 0 xto je

ekvivalentno sa PtAP = 0 odnosno tome da taqka P pripada

krivoj Γ.
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Elipsa, parabola i hiperbola u projektivnoj ravni.

Posmatrajmo elipsu datu u kanonskom obliku
x2
1

a2
+ x2

2

b2
= 1.

Odgovaraju�a projektivna jednaqina je
x2
1

a2
+ x2

2

b2
− x2

3
= 0, a

matrica krive je

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

a2
0 0

0 1

b2
0

0 0 −1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, te je A−1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a2 0 0

0 b2 0

0 0 −1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Zato je pol beskonaqno daleke prave x3 = 0 taqka (0 ∶ 0 ∶ 1),
odnosno centar elipse. Uoqimo da elipsa i prava x3 = 0
nemaju zajedniqkih taqaka.
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Neka je data hiperbola u kanonskom obliku
x2
1

a2
− x2

2

b2
= 1. Sliqno

kao u sluqaju elipse, matrica krive je

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

a2
0 0

0 − 1

b2
0

0 0 −1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

pa je pol beskonaqno daleke prave x3 = 0 taqka (0 ∶ 0 ∶ 1),
odnosno centar hiperbole. Hiperbola i beskonaqno daleka

prava x3 = 0 imaju dve zajedniqke taqke (a ∶ b ∶ 0) i (a ∶ −b ∶ 0).
One su beskonaqno daleke taqke pravih x1

a − x2
b = 0 i x1

a + x2
b = 0,

odnosno asimptota hiperbole. Asimptote hiperbole su

tangente na tu krivu iz centra hiperbole, a dodiruju krivu (u

projektivnom smislu) u beskonaqno dalekim taqkama.
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Neka je data parabola u kanonskom obliku x2
2
= 2px1, odnosno,

x2
2
= 2px1x3. Beskonaqno daleka prava ima jednu zajedniqku

taqku sa parabolom (1 ∶ 0 ∶ 0), to je beskonaqno daleka taqka

ose parabole. Kako je prava x3 = 0 tangenta na parabolu u

datoj taqki, taqka (1 ∶ 0 ∶ 0) je pol beskonaqno daleke prave, te

je u analogiji sa prethodnim primerima mo�emo smatrati

centrom parabole.

Naglasimo da se svaka druga elipsa, parabola ili hiperbola

preslikavaju u date afinim transformacijama, u kojima se

beskonaqno daleka prava slika u sebe (tj. ostaje beskonaqno

daleka). Zato mo�emo re�i da je nedegenerisana konika

elipsa, parabola ili hiperbola u zavisnosti od toga da li

ima dve, jednu ili nijednu zajedniqku taqku sa beskonaqno

dalekom pravom.
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Navedimo, u nastavku, dve va�ne teoreme vezane za

nedegenerisane konike projektivne ravni.

A1

A2
A3

A4

A5

A6

P

Q

R

Teorema

(Paskalova) Neka su A1, . . . ,A6 taqke

nedegenerisane konike projektivne ravni. Neka

se parovi pravih A1A2 i A4A5, A2A3 i A5A6,

A3A4 i A6A1 redom seku u taqkama P1,P2,P3.

Tada su taqke P1,P2 i P3 kolinearne.

Teorema

(Obrnuta Paskalova teorema) Neka su A1, . . . ,A6 taqke jedne

ravni od kojih su svake tri u opxtem polo�aju. Neka se parovi

pravih A1A2 i A4A5, A2A3 i A5A6, A3A4 i A6A1 redom seku u

taqkama P1,P2,P3. Ako su taqke P1,P2,P3 kolinearne tada

postoji nedegenerisana konika koja sadr�i taqke A1, . . . ,A6.
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Ako se taqka A2 konike, "pribli�ava" taqki A1, tada prava

A1A2 te�i polo�aju tangente u taqki A1. Naglasimo da

mo�emo u Paskalovoj teoremi posmatrati i specijalne

sluqajeve, kada je umesto jednog para konsekventnih taqaka u

nizu data taqka i tangenta na krivu u toj taqki.

Teorema dualna Paskalovoj je Brianxonova.

A2

A1

A3A4

A5

A6

S

Teorema

(Brianxonova) Neka su taqke A1, . . .A6 takve da

su svake tri od �ih u opxtem polo�aju i da

nedegenerisana konika dodiruje prave

A1A2,A2A3, . . .A6A1. Tada su prave

A1A4,A2A5,A3A6 konkurentne. Va�i i obrnuto:

ako za taqke A1, . . .A6 va�i da su

A1A4,A2A5,A3A6 konkurentne prave onda postoji

konika koja dodiruje prave A1A2,A2A3, . . .A6A1.
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Sliqno kao i u sluqaju Paskalove teoreme mo�emo dopustiti

specijalne sluqajeve, recimo, ako dopustimo da su taqke

A1,A6,A5 kolinearne, tada teorema va�i za taqku A6 koja je

dodirna taqka tangente A1A5 na krivu.


