
10. Projektivne transformacije prave i

ravni

Projektivne transformacije prave.

Svaka projektivna transformacija prave odre�e na je sa tri

proizvo	ne taqke te prave i �ihovim slikama.

Dakle transformacija koja ima bar tri razne invarijantne

taqke je identitet. S obzirom da je matrica preslikava�a

kvadratna, �ene sopstvene vrednosti mogu biti konjugovano

kompleksne, jedna realna dvostruka ili dve razne realne

sopstvene vrednosti.

U prvom sluqaju ne postoje odgovaraju�i (realni) sopstveni

vektori te transformacija nema invarijantnih taqaka. Takvu

transformaciju nazivamo eliptiqkom.

Ako je sopstvena vrednost realna i dvostruka, a preslikava�e

nije identiqko, sopstveni potprostor za tu vrednost je

jednodimenzion. Ako je
Ð→
M jedan od vektora koji ga razapi�e,

taqka M je invarijantna. Projektivna transformacija sa

taqno jednom invarijantnom taqkom je paraboliqka.

Ako su sopstvene vrednosti realne i razne, odgovaraju�i

sopstveni potprostori su jednodimenzioni. Ako su razapeti,

redom, vektorima
Ð→
M i

Ð→
N , tada su odgovaraju�e taqke M i N

invarijantne. Projektivna transformacija prave sa taqno dve

invarijantne taqke naziva se hiperboliqkom.



Primer Posmatrajmo translaciju prave x ′ = x + b,b ≠ 0.

U projektivnim koordinatama mo�emo je zapisati kao
x ′
1

x ′
2

=
x1
x2
+ b, odnosno

λx ′1 = x1 + bx2, λx ′2 = x2,

te je odre�ena matricom

A = [1 b
0 1

] .
Sopstvene vrednosti su λ1 = λ2 = 1 a sopstveni vektor je

kolinearan sa (v1,0). Zato ova transformacija ima jedin-

stvenu invarijantnu taqku (v1 ∶ 0) = (1 ∶ 0), beskonaqno

daleku taqku. Dakle, projektivno gledano, translacija je

paraboliqko preslikava�e.

Primer Neka je data homotetija prave HS ,a ∶ x ′ = ax + (1 −
a)s, a ≠ 1, gde je s afina koordinata taqke S . Tada u projek-

tivnim koordinatama ovo preslikava�e ima formule

(x ′1
x ′
2

) = [a (1 − a)s
0 1

](x1
x2

) .
Matrica ima dve razne sopstvene vrednosti λ1 = a, λ2 = 1.

Za λ1 = a dobijamo sopstvene vektore (sv2, v2), pa je odgo-

varaju�a invarijantna taqka (s ∶ 1), odnosno taqka S . Za

λ2 = 1 su sopstveni vektori oblika (v2,0) pa je odgovaraju�a

invarijantna taqka beskonaqno daleka (1 ∶ 0).

Projektivne transformacije ravni.

Setimo se da je svaka projektivna transformacija ravni na

jedinstven naqin odre�ena sa proizvo	ne qetiri taqke u

opxtem polo�aju i �ihovim slikama.

Hiperravni dvodimenzione ravni su prave. Neka je prava p
data jednaqinom utX = 0 gde su [u1 ∶ u2 ∶ u3] homogene
koordinate te prave. Neka je projektivna transformacija data

sa λX ′ = AX . Tada su koordinate slike taqke X srazmerne sa

A−1X ′ pa se jednaqina prave svodi na utA−1X ′ = 0. Zato su

homogene koordinate slike prave p u′t = µutA−1 odnosno va�i

µu = Atu′. Dakle, homogene koordinate pravih se prilikom
projektivne transformacije me�aju po istom principu kao i

homogene koordinate taqaka. Zato je prava p invarijantna u

jednoj transformaciji ako i samo ako �ene koordinate

odre�uju vektor koji je sopstveni za matricu At .



Pri tom, setimo se da su dve matrice A i D sliqne, onda su

sliqne i At i Dt . Posebno �e nam biti zanim	iv sluqaj kada

je matrica D dijagonalna.

Posmatrajmo jedan poseban sluqaj. Neka je matrica A sliqna

dijagonalnoj matrici D[λ1, λ1, λ2] sa elementima na
dijagonali λ1, λ1, λ2.
Sopstveni potprostor V za λ1 je dvodimenzion. Afina ravan
O +V tada seqe ravan R2 po pravoj qije su sve taqke

invarijantne u ovoj transformaciji. Dakle, postoji prava

qije su sve taqke invarijantne. Takvu pravu zovemo osom

transformacije.

Uoqimo da va�i i obrnuto: ako transformacija ima osu,

postoji dvodimenzioni sopstveni potprostor, te je matrica A
sliqna dijagonalnoj matrici D[λ1, λ1, λ2].

Tada je i matrica At sliqna D[λ1, λ1, λ2], te postoji i

dvodimenzioni sopstveni potprostor za λ1 matrice At . Ako

su [u1,u2,u3] i [v1, v2, v3] dva nekolinearna rexe�a, sva
rexe�a su data sa α[u1,u2,u3] + β[v1, v2, v3], α2 + β2 ≠ 0.
Dakle ta rexe�a odgovaraju pramenu pravih, odnosno postoji

taqka kroz koju je svaka prava invarijantna. Takva taqka

naziva se centrom preslikava�a. Kao i u sluqaju taqaka

va�i i obratno: ako preslikava�e ima centar, tada je

matrica At sliqna nekoj dijagonalnoj D[λ1, λ1, λ2].Pokazali
smo da va�i slede�a teorema.

Teorema

Projektivno preslikava�e ravni ima osu ako i samo ako ima

centar.

Definicija

Projektivno preslikava�e ravni koje ima osu i centar naziva

se homologijom. Pri tom, ako centar pripada osi onda je

homologija paraboliqka, a ako ne pripada osi onda je

homologija hiperboliqka.
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Primetimo i slede�e. Ako se u homologiji sa

centrom S i osom s, proizvo	na taqka A
slika u A1, tada su S ,A,A1 kolinearne taqke.

Ako se prava a slika u pravu a1, tada su prave
a, a1, s konkurentne. Tako�e, ako je neka prava

p invarijantna u projektivnom reslikava�u σ
ravni, ne znaqi da je ona osa. Da bi bila osa,

neophodno je da bar tri �ene taqke budu

invarijantne, tada je preslikava�e σ∣p
identiqko preslikava�e prave.



S obzirom na dualni karakter pravih i taqaka u ravni, isto

va�i i za pramen pravih kroz taqku. Ako je taqka P
invarijantna, ne znaqi da je ona centar preslikava�a. Da bi

taqka P bila centar neophodno je da bar tri prave koje je

sadr�e budu invarijantne, tada �e sve prave koje sadr�e P
biti invarijantne.

Doka�imo sada dve va�ne teoreme projektivne geometrije.

Teorema

(Dezargova) Neka su A,B,C i A1,B1,C1 dve trojke

nekolinearnih taqaka projektivnog prostora RP3, takvih da

su prave AA1, BB1 i CC1 konkurentne. Tada se prave BC i

B1C1, AC i A1C1, AB i A1B1 seku u kolinearnim taqkama P,Q
i R, redom.

Dokaz. Neka su A,B,C , A1,B1,C1 taqke jedne ravni i neka se

prave AA1,BB1,CC1 seku u taqki S .
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Qetvorke taqaka S ,A,B,C , kao i S ,A1, B1,C1

su takve da su svake tri taqke u jednoj

qetvorki u opxtem polo�aju. Zato postoji

jedinstvena projektivna transformacija

ravni σ kojom se S ,A,B,C slikaju redom u

S ,A1,B1,C1. Uoqimo da su prave SA,SB,SC
invarijantne. Zato je S centar, a σ
homologija.

Pri tom, prave BC ,CA, AB se redom slikaju u

B1C1,C1A1,A1B1 pa odgovaraju�e preseqne taqke P,Q i R
pripadaju osi preslikava�a σ.
Neka trojke taqaka A,B,C , A1,B1,C1 pripadaju raznim

ravnima π i π1.

S obzirom da su prave AA1 i BB1 konkurentne, postoji ravan

koja ih sadr�i, pa su ujedno komplanarne i prave AB i A1B1,

te postoji �ihov presek R. Pri tom R ∈ π ∩ π1. Sliqno,
postoje taqke P,Q i tako�e pripadaju preseqnoj pravoj ravni π
i π1, te su kolinearne.

Sliqno se dokazuje i obrnuta Dezargova teorema.

Teorema

Neka su A,B,C i A1,B1,C1 dve trojke nekolinearnih taqaka

projektivnog prostora RP3, takve da se prave BC i B1C1, AC
i A1C1, AB i A1B1 seku u kolinearnim taqkama P,Q i R,
redom. Tada su prave AA1,BB1,CC1 konkurentne.



Teorema (Papus)

Neka su A,B,C i A1,B1,C1 dve trojke kolinearnih taqaka

jedne ravni. Tada su taqke P,Q i R preseka parova pravih

B1C i BC1, C1A i CA1, A1B i AB1, redom, kolinearne taqke.
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Dokaz. S obzirom da projektivna

preslikava�a "quvaju" kolinearnost, mo�emo

pretpostaviti da su taqke Q i R beskonaqno

daleke. Euklidski, prave A1B i AB1, odnosno

A1C i AC1 su paralelne.
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Neka je taqka O presek pravih AB i A1B1

konaqna. Tada je, na osnovu Talesove teoreme
OC
OA = OA1

OC1

i OB
OA = OB1

OC1

. Zato va�i i OC
OB = OB1

OC1

,

te su i B1C i BC1 paralelne. Projektivno,

�ihova preseqna taqka P je beskonaqno

daleka, pa su P,Q,R kolinearne.

Ukoliko je O beskonaqna taqka, qetvorouglovi ACA1C1 i

ABA1B1 su paralelogrami, pa se sliqno dobija da je i

B1C ∣∣BC1.


