
1. Koordinate u Rn = 1,2,3

Na kursu G2 smo videli kako se aksiomatski zasniva

euklidska geometrija.

Kre�emo od tako zasnovane geometrije. S obzirom da �elimo

da koristimo algebarski pristup (kao xto je to bilo tokom

kursa G1), treba da uvedemo pojam koordinata.

Podseti�emo se ponovo i pojedinih definicija iz euklidske

geometrije.

Definicija

Otvorena du� AB u euklidskom prostoru je skup svih taqaka

X koje su izme�u taqaka A i B. Unija otvorene du�i AB i{A,B} je zatvorena du� AB.

A BX

Specijalno, ako se taqke A i B poklapaju,

odgovaraju�a otvorena du� je prazan skup, a

zatvorena sadr�i taqno jednu taqku A = B.

Definicija

Preslikava�e ` ∶ D → R+, gde jeD skup svih zatvorenih du�i,

a R+ skup nenegativnih realnih brojeva, sa osobinama:

1) ako je d1,d2 ∈ D d1 ≅ d2 ⇒ `(d1) = `(d2),
2) ako je d3 = d1 + d2 ⇒ `(d3) = `(d1) + `(d2),
3) postoji du� d takva da je `(d) = 1,
naziva se merom du�i.



U euklidskom prostoru postoji mera du�i. To je jedna od

najbitnijih posledica aksioma neprekidnosti.Svake dve mere

du�i su srazmerne, tj. postoji pozitivan realan koeficijent

k takav da je `1 = k`2. Tada je k koeficijent kojim mi

reskaliramo meru, odnosno odre�ujemo koja je du� jediniqna.

Neka je p euklidska prava i ` mera du�. i definiximo

preslikava�e x ∶ p → R na slede�i naqin.

O A

x

Neka je O ∈ p jedna proizvo	no odabrana

taqka, sada fiksirana. Neka je x(O) = 0. Tada
taqku O nazivamo koordinatnim poqetkom.

Taqka O razla�e pravu p na dve poluprave p1
i p2. Ako je A ∈ p1 neka je x(A) = `(OA), a ako
je A ∈ p2 neka je x(A) = −`(OA).

Ovako definisano preslikava�e x je bijekcija.

Pri tom, x je usaglaxeno sa ure�e�em po	a R, odnosno, va�i
da je x(B) izme�u x(A) i x(C) u smislu ure�e�a po	a R, onda
i samo onda kada je taqka B euklidske prave p izme�u taqaka

A i C . Zato se po	e R qesto vizuelizuje euklidskom pravom i

naziva realna prava.

Odabirom odgovaraju�e mere ` biramo i (me�usobno

podudarne) du�i te prave koje su u datoj meri jediniqne.

Realan broj x(A) nazivamo tada koordinatom taqke A, a
funkciju x koordinatnom funkcijom. Euklidsku pravu

oznaqavamo i sa R.
Definicija

Funkcija rastoja�a euklidske prave R, ρ ∶ R ×R→ R+
0
data je

sa ρ(A,B) = `(AB) = ∣x(A) − x(B)∣, gde A,B ∈ R.

Neka su A,B,C i D proizvo	ne taqke euklidske prave.

B CA D

Funkcija mera du�i je usaglaxena

sa proporcijom du�i pa lako

mo�emo videti da je

x(B) − x(A) = x(D) − x(C) onda i samo onda kada se sredixta

du�i AD i BC poklapaju.

Tada smatramo da su ure�eni parovi (A,B) i (C ,D) u
relaciji ∼. Pri tom, ukoliko se dve taqke poklapaju,

formalno smatramo i da se odgovaraju�e sredixte poklapa sa

�ima. Oqigledno je ∼ relacija ekvivalencije, a �ene klase

nazivamo vektorima i oznaqavamo
Ð→
AB =Ð→CD.



Skup R, zajedno sa operacijom sabira�a i mno�e�a realnog

broja realnim brojem (skalarom) jeste jednodimenzioni

vektorski prostor.

Preslikava�e iz R u skup vektora prave koje x ∈ R slika u

klasu ure�enog para (O,A) gde je x(A) = x je bijekcija koja

qini skup vektora prave realnim vektorskim prostorom.

Tada vektor
Ð→
BC identifikujemo sa realnim brojem x ako i

samo ako je je x(C) − x(B) = x . Ovde je x = x − 0 = x(A) − x(0)
gde je

Ð→
OA =Ð→BC .

O E1

−→
i

Ako je E1 jediniqna taqka te

prave, oznaqimo
ÐÐ→
OE1 = ı. Tada jeÐ→

OA = x(A)ı.

Posmatrajmo sada euklidsku ravan.

O

P2(b)

P1(a)

P (a, b)

Mo�emo uoqiti u �oj dve

ortogonalne prave p i q koje se

seku u taqki O. Mo�emo te prave,

interpretirati kao dve realne

prave, pomo� u koordinatnih

funkcija x1 i x2 i to tako da za

taqku O va�i x1(O) = x2(O) = 0.
Taqka O je tada koordinatni poqetak. Mo�emo tra�iti i da

su jediniqne du�i pravih p i q i me�usobno podudarne,

odnosno da su x1 i x2 indukovane istom merom `.
Neka je P proizvo	na taqka te ravni. Prave kroz P,
paralelne redom, pravama q i p seku p i q u taqkama P1 i P2.

Oznaqimo koordinate taqaka P1 i P2 na odgovaraju�im

pravama sa a = x1(P1),b = x2(P2).

Taqki P pridru�ujemo ure�en par x(P) = (a,b), pixemo da je
x1(P) = a, x2(P) = b i nazivamo ga koordinatama taqke P u

ravni. Ovo pridru�iva�e x je bijekcija izme�u euklidske

ravni i skupa R2, ure�enih realnih parova. Oznaqava�emo

euklidsku ravan i sa R2.

Definicija

Funkcija rastoja�a u ravni R2, ρ ∶ R2 ×R2 → R+
0
data je sa

ρ(A,B) =√(x1(A) − x1(B))2 + (x2(A) − x2(B))2,
za A,B ∈ R2.

O

B

A

|x1(B)−x1(A)|

|x2(B)−x2(A)|

Na osnovu Pitagorine teoreme, sliqno kao i u

sluqaju euklidske prave, va�i da je

ρ(A,B) = `(AB).



Neka su A,B dve razne taqke i C taqka euklidske prave

odre�ene taqkama A i B u euklidskoj ravni. Pretpostavimo,

prvo, da se C ne poklapa ni sa A ni sa B.

O

C

A

B

|x1(B)−x1(A)| |x1(C)−x1(B)|

Tada, na osnovu Talesove teoreme znamo

da se razlika koordinata∣xi(A) − xi(C)∣ ∶ ∣xi(A) − xi(B)∣, i = 1,2
odnosi kao razmera du�i AC ∶ AB. Zato
je i ure�en par

(x1(A) − x1(C), x2(A) − x2(C)) srazmeran(x1(A) − x1(B), x2(A) − x2(B)). Isto va�i kada se taqka C
poklapa sa A ili B. Zato se sredixta du�i AD i BC
poklapaju ako i samo ako va�i

xi(B) − xi(A) = xi(D) − xi(C), i = 1,2.

A
B

C
D

Dva ure�ena para taqaka (A,B) i (C ,D)
su u relaciji ∼ ako se sredixta du�i

AD i BC poklapaju. Relacija ∼ je

relacija ekvivalencije, a klase

nazivamo vektorima i oznaqavamoÐ→
AB =Ð→CD.

Skup R2 sa operacijama sabira�a ure�enih parova i mno�e�a

ure�enog para realnim skalarom jeste vektorski prostor.

Preslikava�e iz R2 u skup vektora jedne ravni koje par(x1, x2) slika u klasu ure�enog para (O,A) gde je(x1(A), x2(A)) = (x1, x2) je bijekcija kojom skup vektora ravni

dobija strukturu realnog vektorskog prostora.

Tada je vektor
Ð→
BC slika para (x1, x2) ako je

xi(C) − xi(B) = xi , i = 1,2. Vektore Ð→BC i (x1, x2)
identifikujemo.

Uoqimo da tada va�i i da je
Ð→
AB +Ð→BC =Ð→AC za proizvo	ne

taqke A,B,C euklidske ravni, jer je

(xi(B) − xi(A)) + (xi(C) − xi(B)) = xi(C) − xi(A), i = 1,2.

O −→
i

−→
j

E1

E2

Neka su E1 i E2 jediniqne taqke pravih
p i q. Tada su prave p i q odre�ene

taqkom O i vektorima ı =Ð→E1 i Ð→j =Ð→E2.
Ako je P proizvo	na taqka ravni tada jeÐ→
OP = x1(P)ı + x2(P)Ð→j .

Ako je
Ð→
AB =Ð→CD onda je `(AB) = `(CD), a samim tim i

ρ(A,B) = ρ(C ,D). Posmatrajmo skalarni proizvod

(v1, v2) ○ (u1,u2) = v1u1 + v2u2,



Ovde su vektori identifikovani sa parovima odgovaraju�ih

koordinata. Uoqimo da va�i
Ð→
AB ○Ð→AB = ρ2(A,B), za

proizvo	ne taqke A,B. Zato, dati skalarni proizvod u

vektorskom prostoru R2 odgovara meri du�i u odgovaraju�oj

euklidskoj ravni. Samim tim, za dva vektora
Ð→
AB i

Ð→
AC va�i i

Ð→
AB ○Ð→AC = ρ(A,B) ⋅ ρ(A,C) cos∠BAC .

Uoqimo da tada ı,
Ð→
j qine jednu ortonormiranu bazu prostora

R2.

Uoqili smo da za kolinearne taqke A,B,C , gde je A ≠ B, jedne

euklidske prave postoji λ ∈ R, tako da je Ð→AC = λÐ→AB, odnosno
da va�i

xi(C) = xi(A) + λ(xi(B) − xi(A)), i = 1,2.

A

B
X

Mo�emo re�i i da je prava AB

odre�ena taqkom A i vektorom
Ð→
AB.

Setimo se da su A i B proizvo	ne taqke te prave, a da uslov

A ≠ B obezbe�uje da je vektor
Ð→
AB = (v1, v2) razliqit od nule.

Zato su koordinate (x1, x2) proizvo	ne taqke prave koja
sadr�i taqku A i odre�ena je vektorom (v1, v2) date slede�im
jednaqinama koje nazivamo parametarskim jednaqinama

prave

x1 = x1(A) + λv1,
x2 = x2(A) + λv2, λ ∈ R.

Eliminacijom parametra λ iz �ih dobijamo jednaqinu(x1 − x1(A))v2 = (x2 − x2(A))v1, odnosno
v2x1 − v1x2 + x2(A)v1 − x1(A)v2 = 0 ili ako oznaqimo a = v2,
b = −v1, c = x2(A)v1 − x1(A)v2 dobijamo opxtu jednaqinu

prave u ravni

ax1 + bx2 + c = 0.
Pri tom, par (a,b) = (v2,−v1) mora biti razliqit od nule.



Neka su prave

l1 ∶ a1x1 + b1x2 + c1 = 0,
l2 ∶ a2x1 + b2x2 + c2 = 0.

odre�ene vektorima (v1, v2) = (−b1, a1) (u1,u2) = (−b2, a2).
Prave l1 i l2 su paralelne ako i samo ako su vektori (v1, v2) i(u1,u2) srazmerni, odnosno ako su srazmerni parovi (a1,b1) i(a2,b2). Pri tom, ako su srazmerne trojke (a1,b1, c1) i(a2,b2, c2), odgovaraju�e jednaqine opisuju isti skup taqaka

odnosno, prave se poklapaju. Ako ove trojke nisu srazmerne,

prave l1 i l2 se ne seku.
Prave l1 i l2 su ortogonalne ako i samo ako su vektori (v1, v2)
i (u1,u2) ortogonalni, odnosno ako je v1u1 + v2u2 = 0, to jest
ako je a1a2 + b1b2 = 0.

Sve prave euklidske ravni koje sadr�e datu taqku qine

pramen konkurentnih pravih. Sve prave euklidske ravni

koje su paralelne datoj pravoj qine pramen paralelnih

pravih.

Dve razne prave euklidske ravni odre�uju taqno jedan pramen.

Ako su �ihove jednaqine date sa l1 ∶ a1x1 + b1x2 + c1 = 0 i
l2 ∶ a2x1 + b2x2 + c2 = 0 tada je jednaqina proizvo	ne prave tog
pramena data sa λ(a1x1 + b1x2 + c1) + µ(a2x1 + b2x2 + c2) = 0 gde
λ,µ ∈ R i λ2 + µ2 ≠ 0.

Koordinate, pojam vektora i funkcija rastoja�a ρ u
prostoru se uvode na sliqan naqin kao u sluqaju euklidske

ravni. Sliqno se i pokazuje da ovaj skup sa operacijama

sabira�a i mno�e�a skalarom ima strukturu vektorskog

prostora.

Sliqno kao i u sluqaju euklidske ravni, skalarni proizvod u

euklidskom prostoru takav da je
Ð→
AB ○Ð→AB = ρ2(A,B), za

proizvo	ne taqke A,B, dat je sa

(v1, v2, v3) ○ (u1,u2,u2) = v1u1 + v2u2 + v3u3,

gde smo dva vektora identifikovali sa odgovaraju�im

ure�enim parovima (v1, v2, v3) i (u1,u2,u3).



Ako su A i B dve razne taqke, tada proizvo	na taqka C
pripada pravoj AB euklidskog prostora ako postoji λ ∈ R,
tako da je

Ð→
AC = λÐ→AB, odnosno da va�i

xi(C) = xi(A) + λ(xi(B) − xi(A)), i = 1,2,3. Prava AB odre�ena

svojom proizvo	nom taqkom A i vektorom
Ð→
AB = (v1, v2, v3)

razliqitim od nule.

Koordinate (x1, x2, x3) proizvo	ne taqke prave koja sadr�i
taqku A i odre�ena je vektorom (v1, v2, v3) date slede�im
parametarskim jednaqinama prave

x1 = x1(A) + λv1,
x2 = x2(A) + λv2,
x3 = x2(A) + λv3, λ ∈ R.

Eliminacijom parametra λ dobijamo kanonsku jednaqinu

prave

x1 − x1(A)
v1

= x2 − x2(A)
v2

= x3 − x3(A)
v3

.

Ako je neka od koordinata vi vektora (v1, v2, v3) jednaka nuli,
mo�emo formalno dopustiti ovakav zapis, podrazumevaju�i

tada da je i odgovaraju�a razlika xi − xi(A) = 0. Prave l1 i l2 su

paralelne ako i samo ako su �ihovi vektori (v1, v2, v3) i(u1,u2,u3) srazmerni, a ortogonalne ako su (v1, v2, v3) i(u1,u2,u3) ortogonalni, odnosno ako va�i v1u1+v2u2+v3u3 = 0.

AB

Neka je A taqka euklidskog prostora, a(a,b, c) vektor razliqit od nule.

Proizvo	na taqka B sa koordinatama(x1, x2, x3) pripada ravni koja sadr�i A
i ortogonalna je na (a,b, c)

ako i samo ako su vektori (a,b, c) i Ð→AB me�usobno

ortogonalni, odnosno ako va�i da je

a(x1 − x1(A)) + b(x2 − x2(A)) + c(x3 − x3(A)) = 0. Ako oznaqimo

d = −(ax1(A) + bx2(A) + cx3(A)), dobijamo opxtu jednaqinu

ravni

ax1 + bx2 + cx3 + d = 0.



Neka su

α1 ∶ a1x1 + b1x2 + c1x3 + d1 = 0,
α2 ∶ a2x1 + b2x2 + c2x3 + d2 = 0

dve ravni euklidskog prostora.

One su paralelne ako i samo ako su ortogonalne na srazmerne

vektore, odnosno ako su trojke (a1,b1, c1) i (a2,b2, c2)
srazmerne. Ako su, pri tom, srazmerne i ure�ene qetvorke(a1,b1, c1,d1) i (a2,b2, c2,d2), date jednaqine opisuju isti skup

taqaka, te se ravni poklapaju. Ako ove qetvorke nisu

srazmerne α1 i α2 nemaju zajedniqkih taqaka.

Ravni α1 i α2 su ortogonalne ako su ortogonalni �ihovi

normalni vektori, odnosno ako je a1a2 + b1b2 + c1c2 = 0.

Sve ravni paralelne zadatoj qine pramen paralelnih ravni,

a sve ravni koje sadr�e datu pravu qine koaksijalni pramen

ravni.

Dve razne ravni euklidskog prostora odre�uju taqno jedan

pramen prostora. Ako su �ihove jednaqine date sa

α1 ∶ a1x1 + b1x2 + c1x3 + d1 = 0 i α2 ∶ a2x1 + b2x2 + c2x3 + d2 = 0
tada je jednaqina proizvo	ne ravni tog pramena data sa

λ(a1x1 + b1x2 + c1x3 + d1) + µ(a2x1 + b2x2 + c2x3 + d2) = 0 gde
λ,µ ∈ R i λ2 + µ2 ≠ 0.

Neka je Rn = {(x1, . . . , xn)∣ xi ∈ R} skup realnih n-torki. �ega

mo�emo interpretirati na vixe naqina.

Prvo, mo�emo ga smatrati skupom pomo�u koga gradimo

geometriju, odnosno jednim od osnovnih pojmova geometrije i

tada �egove elemente zovemo taqkama.

Sa druge strane, Rn zajedno sa operacijom sabira�a n-torki i

mno�e�a n-torki realnim skalarom jeste n-dimenzioni
realni vektorski prostor. U tom prostoru postoji skalarni

proizvod dat sa (v1, . . . , vn) ○ (u1, . . . ,un) = v1u1 + v2u2 + . . . vnun
koji ga qini unitarnim prostorom.

Pri tom, vektori e1 = (1,0, . . . ,0), . . . en = (0, . . . ,0,1) qine
jednu ortonormiranu bazu prostora Rn.



Dvema raznim taqkama A i B sa koordinatama(x1(A), . . . , xn(A)) i (x1(B), . . . , . . . , xn(B)) mo�emo
pridru�iti vektor

Ð→
AB = (x1(B) − x1(A), . . . , xn(B) − xn(A)).

Pri tom, ovo pridru�iva�e ima slede�e osobine:

a) Za svaku taqku A i vektor (v1, . . . , vn) postoji taqka B takva

da je
Ð→
AB = (v1, . . . , vn),

b) Za proizvo	ne taqke A,B,C va�i da je
Ð→
AB +Ð→BC =Ð→AC .

Skup taqaka Rn, zajedno sa unitarnim prostorom Rn i

preslikava�em (A,B)↦Ð→AB nazivamo n-dimenzionim
euklidskim prostorom i oznaqavamo sa Rn.


